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Ãëàâà 1

Ââåäåíèå

Åñëè ÿ âèäåë äàëüøå äðóãèõ, òî ïîòîìó,

÷òî ñòîÿë íà ïëå÷àõ ãèãàíòîâ.

Èñààê Íüþòîí

Ïîæàëóé, èç âñåõ ðàçäåëîâ ôèçèêè ìåõàíèêà ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî
ñàìûì íàãëÿäíûì è ôóíäàìåíòàëüíûì. Åñëè ñ íàãëÿäíîñòüþ è òàê âñå
ïîíÿòíî, òî ñ ôóíäàìåíòàëüíîñòüþ ìîãóò áûòü âîïðîñû. Â äàëüíåéøåì,
ïðè èçó÷åíèè ðàçëè÷íûõ ðàçäåëîâ ôèçèêè, ìû áóäåò èñïîëüçîâàòü çà-
êîíû ìåõàíèêè êàê ñàìî ñîáîé ðàçóìåþùååñÿ. Ïîýòîìó ìîæíî ñêàçàòü,
÷òî ìåõàíèêà íàðÿäó ñ ìàòåìàòèêîé ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòîì íà êîòîðîì
áóäåò ïîñòðîåíà âñÿ ôèçèêà, à íà ñàìîì äåëå, äëÿ ëþáîé òî÷íîé èëè
åñòåñòâåííîé íàóêè.

1.1 Ðàçäåëû ìåõàíèêè

Ïðåæäå ÷åì ïðèñòóïàòü ê èçó÷åíèþ ìåõàíèêè, íàì íóæíî ðàçîáðàòüñÿ,
à ÷òî ýòî çà íàóêà è äëÿ ðåøåíèÿõ êàêèõ çàäà÷ îíà ïðèìåíÿåòñÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.1 Ìåõàíè÷åñêîå äâèæåíèå - èçìåíåíèå ïîëîæåíèÿ
òåëà îòíîñèòåëüíî äðóãèõ òåë ñ òå÷åíèåì âðåìåíè.

Îïðåäåëåíèå 1.2 Ìåõàíèêà - íàóêà èçó÷àþùàÿ çàêîíû ìåõàíè÷åñêî-
ãî äâèæåíèÿ òåëà.

Ìåõàíèêà ðàáîòàåò òîëüêî ñ ìîäåëÿìè ðåàëüíûõ îáúåêòîâ è ÿâëåíèé,
âïðî÷åì ýòî ìîæíî ñêàçàòü è ïðî ôèçèêó â öåëîì. Ñîçäàíèå ìîäåëè ýòî
îäèí èç âàæíåéøèõ ýòàïîâ ðåøåíèÿ ðåàëüíîé çàäà÷è, â íàøåì ó÷åáíèêè
áóäóò ðàçáèðàòüñÿ íåêîòîðûå ïðîñòûå ìåõàíè÷åñêèå ìîäåëè:

• Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà
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ÃËÀÂÀ 1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

• Àáñîëþòíî òâåðäîå òåëî

• Àáñîëþòíî óïðóãîå òåëî

• Èäåàëüíàÿ æèäêîñòü

Ýòè ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòûìè è ñòàíäàðòíûìè, è çà÷àñòóþ
îíè áóäóò âîçíèêàòü åñòåñòâåííûì îáðàçîì. Îäíàêî, äàëåêî íå âñåãäà
òàê î÷åâèäíî êàêèå ôàêòîðû íóæíî ó÷èòûâàòü ïðè ñîçäàíèè ìîäåëè (è
êàê ó÷èòûâàòü), à êàêèìè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Îñîáåííî ñëîæíûå ìîäåëè
âñòðå÷àþòñÿ íà ñòûêå ðàçíûõ äèñöèïëèí, òàêèõ êàê ôèçèêà, áèîëîãèÿ,
ãåîëîãèÿ, õèìèÿ, è ò.ä. Ìîäåëè â ìåõàíèêå áóäóò êóäà áîëåå ïðîñòûìè,
îäíàêî è ñ íèìè íóæíî áûòü êðàéíå âíèìàòåëüíûì.
Ìåõàíèêó ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâà ðàçäåëà: êèíåìàòèêà è äèíàìèêà.

Îïðåäåëåíèå 1.3 Êèíåìàòèêà - ðàçäåë ìåõàíèêè, èçó÷àþùèé äâè-
æåíèå òåëà áåç âûÿñíåíèÿ ïðè÷èí.

Îïðåäåëåíèå 1.4 Äèíàìèêà - ðàçäåë ìåõàíèêè, èçó÷àþùèé ïðè÷èíó
äâèæåíèÿ òåëà.

Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî äèíàìèêà îòâå÷àåò çà ñîçäàíèå ôèçè÷åñêîé ìîäåëè
è ñòàâèò çàäà÷ó äëÿ êèíåìàòèêè. Ñîãëàñèòåñü, áûëî áû ãëóïî åñëè ìû áû
ñìîãëè ïîñòàâèòü çàäà÷ó, íî íå ñìîãëè áû åå ðåøèòü, è èìåííî ïîýòîìó
ìû íà÷íåì ñíà÷àëà ñ êèíåìàòèêè.

1.2 Çàäà÷è ìåõàíèêè

Ãëîáàëüíî âñå çàäà÷è, âîçíèêàþùèå â ìåõàíèêå ìîæíî áóäåò ðàçäåëèòü
íà äâà òèïà:

Îïðåäåëåíèå 1.5 Îñíîâíàÿ (ïðÿìàÿ) çàäà÷à ìåõàíèêè - îïðåäå-
ëÿòü ïîëîæåíèå äâèæóùåãîñÿ òåëà â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè.

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è íàì íóæíû áóäóò íà÷àëüíûå äàííûå è ñèëû
äåéñòâóþùèå íà òåëà. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ìåõàíèêà çà-
íèìàåòñÿ ïðåäñêàçàíèåì áóäóùåãî ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì.

Îïðåäåëåíèå 1.6 Îáðàòíàÿ çàäà÷à ìåõàíèêè - îïðåäåëèòü ñèëû
äåéñòâóþùèå íà òåëî, åñëè èçâåñòíî ïîëîæåíèå åãî â ëþáîé ìîìåíò
âðåìåíè.
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1.2. ÇÀÄÀ×È ÌÅÕÀÍÈÊÈ

Îáðàòíàÿ çàäà÷à î÷åíü âàæíà è ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ â ðåàëüíîé æèçíè
(íàïðèìåð, âû ñíÿëè íà êàìåðó ïîëåò ñàìîëåòà, à âàì íóæíî îïðåäåëèòü
ìîùíîñòü äâèãàòåëÿ), õîòü çíà÷èòåëüíî ïðîùå ïðÿìîé (îñíîâíîé).

Èç îñíîâíîé çàäà÷è ìåõàíèêè âûõîäèò ôèëîñîôñêèé ïàðàäîêñ êîòî-
ðûé ïîëó÷èë íàçâàíèå äåòåðìèíèçì Ëàïëàñà: ïóñòü â êàêîé-òî ìî-
ìåíò âðåìåíè âñåìîãóùàÿ ìàøèíà çíàåò ïîëîæåíèÿ âñåõ ÷àñòèö âî âñå-
ëåííîé è çàêîíû âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó íèìè. Òîãäà ýòà ìàøèíà ñìî-
æåò ïîëó÷èòü çàêîí äâèæåíèÿ, òî åñòü ïðåäñêàçàòü äâèæåíèå êàæäîé
÷àñòèöû. È äàæå åñëè ýòà ìàøèíà íå ñóùåñòâóåò, òî âñå ðàâíî òàêîé çà-
êîí äâèæåíèÿ äîëæåí ñóùåñòâîâàòü è äâèæåíèå êàæäîé ÷àñòèöû áóäåò
ïðåäîïðåäåëåíî.
Óòâåðæäåíèå íå êàæåòñÿ óäèâèòåëüíûì ïîêà íå çàäóìàòüñÿ, ÷òî åñëè
ïðåäîïðåäåëåíî äâèæåíèå êàæäîé ÷àñòèöû, òî è ñóäüáà ÷åëîâåêà ïðåä-
îïðåäåëåíà, òàê êàê îí ñîñòîèò èç ÷àñòèö. È âîò ìû òàê ïëàâíî îò ìå-
õàíèêè ïåðåøëè ê ðàçãîâîðó î ôàòàëèçìå. Íå âäàâàÿñü â ïîäðîáíîñòè,
ñêàæåì, ÷òî íå âñå çàêîíû âåðíûå äëÿ ìàêðîòåë áóäóò âûïîëíÿòüñÿ â
ìèêðîìèèðå è íà ìèêðîóðîâíå âñåãäà ñóùåñòâóåò íåîïðåäåëåííîñòü èç-
çà êîòîðîé íàðóøàåòñÿ äåòåðìèíèçì. ×åñòíîå ðåøåíèå ýòîãî ïàðàäîêñà
ëåæèò â îáëàñòè êâàíòîâîé ìåõàíèêè è ïðèíöèïà íåîïðåäåëåííîñòè Ãåé-
çåíáåðãà [10].
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Ãëàâà 2

Êèíåìàòèêà ìàòåðèàëüíîé
òî÷êè

Ïðîñòî ìû ÷óæèå ëþäè, êîòîðûå

ñëó÷àéíî ïðîøëè âìåñòå êàêîé-òî

îòðåçîê ïóòè, òàê è íå ïîíÿâ äðóã äðóãà.

�Òåíè â ðàþ�, Ýðèõ Ìàðèÿ Ðåìàðê

Êàê ìû óæå ãîâîðèëè, ìåõàíèêà èçó÷àåò èñêëþ÷èòåëüíî ìîäåëè ðå-
àëüíûõ îáúåêòîâ è ÿâëåíèé è ìû íà÷íåì èçó÷àòü ìåõàíèêó ñ ñàìîãî
ïðîñòîãî ðàçäåëà - êèíåìàòèêà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè. Âàæíî îòìåòèòü,
÷òî íåñìîòðÿ íà ñâîþ ïðîñòîòó ýòîò ðàçäåë ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòîì âñåõ
ïîñëåäóþùèõ ðàçäåëîâ ìåõàíèêè.

2.1 Ñèñòåìà îòñ÷åòà

Íà÷íåì èçó÷åíèå ìåõàíèêè ñ ìîäåëè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè.

Îïðåäåëåíèå 2.1 Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà - ìîäåëü ðåàëüíîãî òåëà, â
êîòîðîì ïðåíåáðåãàþò ðàçìåðîì òåëà.

Âàæíî ïîíèìàòü, ÷òî âîçìîæíîñòü çàìåíèòü òåëî íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷-
íî çàâèñèò íå òîëüêî îò ðàçìåðîâ òåëà, à åùå îò ðàçìåðîâ äðóãèõ òåë
â çàäà÷è è òèïà äâèæåíèÿ. Íàïðèìåð, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü çåìëþ ìàòå-
ðèàëüíîé òî÷êîé ïðè ðåøåíèè çàäà÷è êîñìè÷åñêèõ ìàñøòàáîâ, õîòÿ îíà
è êàæåòñÿ íàì áîëüøîé. Òàê êàê äâèæåíèå ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíûì ïî-
íÿòèåì, â êàæäîé çàäà÷å ìû äîëæíû áóäåò óòî÷íÿòü îòíîñèòåëüíî ÷åãî
ìû îïèñûâàåì äâèæåíèå è â ýòîì íàì ïîìîæåò ñèñòåìà îòñ÷åòà.

Îïðåäåëåíèå 2.2 Òåëî îò÷åòà - òåëî, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ äâèæåíèå.
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ÃËÀÂÀ 2. ÊÈÍÅÌÀÒÈÊÀ ÌÀÒÅÐÈÀËÜÍÎÉ ÒÎ×ÊÈ

Îïðåäåëåíèå 2.3 Ñèñòåìà îò÷åòà - ýòî òåëî îòñ÷åòà ñ ñâÿçàííîé
ñ íèì ñèñòåìîé êîîðäèíàò è ÷àñàìè.

Êîãäà ìû ãîâîðèì �÷àñû�, òî ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî êàæäîìó ïîëîæåíèþ
òåëà íóæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ìîìåíò âðåìåíè, òî åñòü âûáðàòü
îòíîñèòåëüíî êàêîãî ìîìåíòà âðåìåíè áóäåì îòñ÷èòûâàòü.

X

Z

Y

x(t), y(t), z(t)

Ðèñ. 2.1: Ñèñòåìà êîîðäèíàò

Äëÿ çàäàíèÿ ïîëîæåíèÿ òåëà ìû â îñíîâíîì áóäåì èñïîëüçîâàòü
ðàóäèóñ-âåêòîð.

Îïðåäåëåíèå 2.4 Ðàäèóñ-âåêòîð - âåêòîð èç íà÷àëà êîîðäèíàò â òî÷-
êó, ãäå íàõîäèòñÿ òåëî.

Y

X

x(t), y(t)

0

Ðèñ. 2.2: Ðàäèóñ-âåêòîð

−→r (t) = (x(t); y(t)) =

(
x(t)
y(t)

)
(2.1)

Äëÿ âèçóàëèçàöèè äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè (äà è ëþáîãî òåëà)
îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå òðàåêòîðèè.

Îïðåäåëåíèå 2.5 Òðàåêòîðèÿ - ÃÌÒ ïîëîæåíèé òåëà.
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2.2. ÐÀÂÍÎÌÅÐÍÎÅ ÏÐßÌÎËÈÍÅÉÍÎÅ ÄÂÈÆÅÍÈÅ

Î÷åíü ÷àñòî ïðîèñõîäèò ïóòàíèöà ñî ñëåäóþùèìè äâóìÿ ïîíÿòèÿìè.

Îïðåäåëåíèå 2.6 Ïóòü - ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, ðàâíàÿ äëèíå òðàåêòî-
ðèè.

Îïðåäåëåíèå 2.7 Ïåðåìåùåíèå - âåêòîð íàïðàâëåííûé èç íà÷àëüíîãî
ïîëîæåíèÿ â êîíå÷íîå

Ðàçíèöà çàêëþ÷àåòñÿ õîòÿ áû â òîì, ÷òî ïóòü ýòî ñêàëÿðíàÿ âåëè÷èíà,
à ïåðåìåùåíèå âåêòîðíàÿ. Íî ðàçíèöà ñòàíîâèòñÿ åùå áîëåå íàãëÿäíîé,
åñëè ðàññìîòðåòü äâèæåíèå ïî îêðóæíîñòè. Íàïðèìåð åñëè ìàòåðèàëü-
íàÿ òî÷êà ñäåëàåò ïîëíûé îáîðîò ïî îêðóæíîñòè, òî ïåðåìåùåíèå áóäåò

íóëåâûì, à ïóòü áóäåò ðàâåí äëèíå îêðóæíîñòè. Âåêòîð ïåðåìåùåíèÿ
−→
S

áóäåò óäîáíî çàïèñûâàòü ÷åðåç èçìåíåíèå ðàäèóñ-âåêòîðà:

−→
S = ∆−→r (2.2)

2.2 Ðàâíîìåðíîå ïðÿìîëèíåéíîå äâèæåíèå

Îïðåäåëåíèå 2.8 Ðàâíîìåðíîå äâèæåíèå - ìîäåëü äâèæåíèÿ ìà-
òåðèàëüíîé òî÷êè, â êîòîðîé ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà çà ëþáûå ðàâíûå
ïðîìåæóòêè âðåìåíè ñîâåðøàåò ðàâíûå ïåðåìåùåíèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî èç òàêîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî äâèæåíèå áóäåò âäîëü
îäíîé ïðÿìîé. Â íåêîòîðûõ èñòî÷íèêàõ ïîä ðàâíîìåðíûì äâèæåíèåì
ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ìîäåëü äâèæåíèÿ â êîòîðîì çà ëþáûå ðàâíûå ïðîìå-
æóòêè ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ïðîõîäèòü îäèíàêîâûé ïóòü, à íå ïåðåìåùå-
íèå. ×òî áû èçáåæàòü ïóòàíèöû, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ïîíÿòèå ðàâíî-
ìåðíîãî ïðÿìîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ, òàê êàê ñ íèì íå áûâàåò ðàçíîãëàñèé
íà ñ÷åò îïðåäåëåíèé.

Îïðåäåëåíèå 2.9 Ðàâíîìåðíîå ïðÿìîëèíåéíîå äâèæåíèå
(ÐÏÄ) - ìîäåëü äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, â êîòîðîé ìàòå-
ðèàëüíàÿ òî÷êà çà ëþáûå ðàâíûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè ñîâåðøàåò
ðàâíûå ïåðåìåùåíèÿ.

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî óòî÷íåíèå î ïðÿìîëèíåéíîñòè ÿâëÿåòñÿ èçáûòî÷íûì,
íî íàì íå ñëîæíî êàæäûé ðàç óòî÷íÿòü, ÷òî áû íè ó êîãî íå âîçíèêëî
âîïðîñîâ.
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ÃËÀÂÀ 2. ÊÈÍÅÌÀÒÈÊÀ ÌÀÒÅÐÈÀËÜÍÎÉ ÒÎ×ÊÈ

2.2.1 Ñêîðîñòü ïðè ðàâíîìåðíîì äâèæåíèè

Ïîíÿòèå ñêîðîñòè ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñàìûõ åñòåñòâåííûõ ïðè îïèñàíèè
äâèæåíèÿ, íî âàæíî ïîíèìàòü, ÷òî äàæå ñàìûì î÷åâèäíûì ïîíÿòèÿì
íàäî äàâàòü îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.10 Ñêîðîñòü ïðè ÐÏÄ - ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà, õà-
ðàêòåðèçóþùàÿ áûñòðîòó ïåðåìåùåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè è ðàâíàÿ
îòíîøåíèþ ïåðåìåùåíèÿ ê âðåìåíè, çà êîòîðîå òåëî ñîâåðøèëî ýòî
ïåðåìåùåíèå.

−→v =

−→
S

∆t
=

∆−→r
∆t

(2.3)

v =
[ì
ñ

]
(2.4)

−→v = (vx, vy, vz) (2.5)

Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü ñêîðîñòü âäîëü êàæäîé îñè:

vx =
Sx
∆t

=
∆x

∆t
; vy =

Sy
∆t

=
∆y

∆t
; vz =

Sz
∆t

=
∆z

∆t
;

Óïðàæíåíèå 2.1 Äîêàæèòå èç îïðåäåëåíèÿ ÐÏÄ, ÷òî îòíîøåíèå
−→
S
∆t

íå çàâèñèò îò âûáîðà ∆t

Àêöåíòèðóåì âíèìàíèå íà òîì, ÷òî ïîêà ìû ïîçíàêîìèëèñü òîëüêî ñ
ñêîðîñòüþ ïðè ÐÏÄ, è ïîýòîìó íå ìîæåì ãîâîðèòü î êàêîé-íèáóäü äðóãîé
ñêîðîñòè.

2.2.2 ÐÏÄ âäîëü îñè X

Äëÿ óäîáñòâà, â äàëüíåéøåì, îãðàíè÷èìñÿ îïèñàíèå ÐÏÄ âäîëü îäíîé
îñè. Ýòî ìîæíî âñåãäà ñäåëàòü, âûáðàâ îñü âäîëü íàïðàâëåíèÿ ñêîðîñòè.
Îñíîâíûì ñïîñîáîì îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ íàñ áóäåò çàêîí äâèæåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.11 Çàêîí äâèæåíèÿ - ôóíêöèÿ çàâèñèìîñòè êîîð-
äèíàò òåëà (ïîëîæåíèÿ) îò âðåìåíè.

Ïîëó÷èì çàêîí äâèæåíèÿ èç îïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè ïðè ÐÏÄ:

−→v =
−→s
∆t
⇒ vx =

Sx
∆t

=
x(t)− x0

t− t0
⇒ x(t) = x0 + vx(t− t0)

x(t) = x0 + vx(t− t0) (2.6)

ãäå, t0 - ïîêàçàíèÿ ÷àñîâ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Îáû÷íî t0 ðàâíî
íóëþ, êðîìå òåõ ñëó÷àåâ, êîãäà äâà òåëà íà÷èíàþò äâèãàòüñÿ â ðàçíûå
ìîìåíòû âðåìåíè.
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2.3. ÎÒÍÎÑÈÒÅËÜÍÎÑÒÜ ÄÂÈÆÅÍÈß

x0

−→vx
X

O

Ðèñ. 2.3: Ïðÿìîëèíåéíîå äâèæåíèå

2.2.3 Çàêîí äâèæåíèÿ â âåêòîðíîì âèäå

Ìû ìîæåì çàïèñàòü âåêòîð ïåðåìåùåíèÿ
−→
S ÷åðåç èçìåíåíèå ðàäèóñ âåê-

òîðà ∆−→r , òîãäà îïðåäåëåíèå ñêîðîñòè ïðè ÐÏÄ ïðèìåò âèä:

−→v =

−→
∆r

∆t
(2.7)

Îò ñþäà ìû ìîæåì ïîëó÷èòü çàêîí äâèæåíèå ïðè ÐÏÄ â âåêòîðíîì âèäå:

−→r (t) = −→r0 +−→v (t− t0) (2.8)

Òàêàÿ çàïèñü çàêîíà ìîæåò ïðèãîäèòñÿ â çàäà÷àõ ñ íåñêîëüêèìè îáúåê-
òàìè, äâèãàþùèìèñÿ ÐÏÄ, íî âäîëü ðàçíûõ ïðÿìûõ.

2.2.4 Ãðàôèêè x(t) è v(t)

Â èçó÷åíèè çàêîíîâ äâèæåíèÿ áîëüøàÿ ðîëü îòâîäèòñÿ ãðàôèêó: èìåííî
îí íàãëÿäíî ïîêàçûâàåò çàâèñèìîñòü ðàçíûõ õàðàêòåðèñòèê äâèæåíèÿ
äðóã îò äðóãà.
Ðàçáåðåìñÿ ñ ãðàôèêîì çàâèñèìîñòè êîîðäèíàòû îò âðåìåíè. Ôóíêöèÿ
x(t) = x0 + vxt ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé íà ãðàôèêå, óãëîâîé êîýôôèöèåíò êî-
òîðîé ðàâåí vx:

tgα = vx (2.9)

Îòìåòèì, ÷òî çíàê vx óêàçûâàåò íà íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ âäîëü îñè
X .

Òåïåðü èçîáðàçèì ãðàôèê çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè îò âðåìåíè ïðè
ÐÏÄ:
Ñêîðîñòü v - ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà. Ïîýòîìó ãðàôèêîì ôóíêöèè
vx = const ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ îñè àáñöèññ. Çàìåòèì, ÷òî
ïëîùàäü ïîä ãðàôèêîì ðàâíà ïðîéäåííîìó ïóòè.

2.3 Îòíîñèòåëüíîñòü äâèæåíèÿ

Ìû óâåðåíû, ÷òî âû íå ðàç çàìå÷àëè, ÷òî äâèæåíèå â íàøåì ìèðå îòíî-
ñèòåëüíî. Äîñòàòî÷íî îáðàòèòü âíèìàíèå íà îïðåäåëåíèå ìåõàíè÷åñêîãî
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ÃËÀÂÀ 2. ÊÈÍÅÌÀÒÈÊÀ ÌÀÒÅÐÈÀËÜÍÎÉ ÒÎ×ÊÈ

x0

t

X

x1

x2

t1 t2

α
O

Ðèñ. 2.4: Ãðàôèê çàâèñèìîñòè êîîðäèíàòû îò âðåìåíè

t

vx

S

O

Ðèñ. 2.5: Ãðàôèê çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè îò âðåìåíè

äâèæåíèÿ, ÷òî áû óáåäèòüñÿ â ýòîì è ìû äîëæíû áóäåì óìåòü îïèñûâàòü
äâèæåíèå òåëà îòíîñèòåëüíî ðàçíûõ ñèñòåì îòñ÷åòà è ïåðåõîäèòü ìåæäó
íèìè.
Íî ïðåæäå íóæíî ðàçîáðàòüñÿ ñ ïóòàíèöåé, êîòîðàÿ âîçíèêàåò ïðè èñ-
ïîëüçîâàíèè äâóõ ïîõîæèõ ïîíÿòèé.

Îïðåäåëåíèå 2.12 Èíâàðèàíò - ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà, çíà÷åíèå êîòî-
ðîé íå çàâèñèò îò âûáîðà ñèñòåìû îòñ÷åòà.

Îïðåäåëåíèå 2.13 Êîíñòàíòà - ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà, çíà÷åíèå êî-
òîðîé íå ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì â çàäàííîé ñèñòåìå îòñ÷åòà.

×óâñòâóåòå ðàçíèöó? Íàïðèìåð, ìàññà ÷åëîâåêà ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì,
íî íå ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé (ëþäè ìîãóò òîëñòåòü èëè õóäåòü). À ñêî-
ðîñòü ïðè ÐÏÄ ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé, íî íå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì, òàê
êàê çàâèñèò îò âûáîðà ÑÎ. Êàêèå ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû ÿâëÿþòñÿ èíâà-
ðèàíòàìè, à êàêèå íåò? S, ∆x, ∆t, m , ρ - èíâàðèàíòû, íî: t, x, v - íå
èíâàðèàíòû Äåéñòâèòåëüíî, â Ìîñêâå è Ëîíäîíå ÷àñû ïîêàçûâàþò ðàç-
íîå âðåìÿ, íî åñëè â Ìîñêâå ïðîéäåò 90 ìèíóò, òî è â Ëîíäîíå ïðîéäåò 90

18



2.3. ÎÒÍÎÑÈÒÅËÜÍÎÑÒÜ ÄÂÈÆÅÍÈß

ìèíóò (êòî íå âåðèò, òîò ïóñòü âñïîìíèò ôóòáîë). Îäíîé èç âàæíåéøèõ
çàäà÷ êèíåìàòèêè (äà è âñåé ôèçèêè) ÿâëÿåòñÿ óìåíèå ñâÿçûâàòü êîîð-
äèíàòû â ðàçíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà. Ýòîìó ìû è ïîñâåòèì ñëåäóþùèé
ïóíêò.

2.3.1 Ïðåîáðàçîâàíèå Ãàëèëåÿ

Íà÷íåì ñ ïðîñòîãî ïðèìåðà. Âîçüìåì äâå êîëëèíåàðíûå ñèñòåìû îòñ÷åòà:
X, Y , Z è X ′, Y ′, Z ′. Âðåìÿ â íàøèõ ñèñòåìàõ îò÷åòà èäåò ñ îäèíàêîâîé
ñêîðîñòüþ à ÷àñû ñèíõðîíèçèðîâàíû, ïîýòîìó ìîæåì ñêàçàòü, ÷òî t =
t′. Äëÿ íà÷àëà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòè ñèñòåìû îòñ÷åòà íå äâèãàþòñÿ
îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà.
Ïóñòü:

−→r − ðàäèóñ-âåêòîð â òî÷êå A â íåøòðèõîâàííîé ÑÎ

−→r ′ − ðàäèóñ-âåêòîð â òî÷êå A â øòðèõîâàííîé ÑÎ
−→
R − Âåêòîð èç íà÷àëà íåøòðèõîâàííîé ÑÎ â íà÷àëî øòðèõîâàííîé

Òîãäà, èç çàêîíà ñëîæåíèÿ âåêòîðîì ìîæåì çàïèñàòü:

−→r = −→r ′ +
−→
R (2.10)

Òåïåðü ðàññìîòðèì áîëåå ñëîæíûé ñëó÷àé: øòðèõîâàííàÿ ñèñòåìà îò-

Y

Z X

Y ′

X ′
Z ′

−→
R

−→u

−→r

−→r ′

O

O′

A

Ðèñ. 2.6: Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãàëèëåÿ

÷åòà äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ u îòíîñèòåëüíî íåøòðèõîâàííîé è âûÿñíèì
êàê ñâÿçàíû ñêîðîñòè â ðàçíûõ ÑÎ. Èç (2.10) ìîæåì ïîëó÷èòü âûðàæå-
íèå äëÿ ïåðåìåùåíèé:

−→
∆r =

−→
∆r′ +

−−→
∆R (2.11)
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ÃËÀÂÀ 2. ÊÈÍÅÌÀÒÈÊÀ ÌÀÒÅÐÈÀËÜÍÎÉ ÒÎ×ÊÈ

Ïîäåëèâ íà ∆t - âðåìÿ çà êîòîðîå ïðîèçîøëî ïåðåìåùåíèå, ïîëó÷èì:

−→v = −→v ′ +−→u (2.12)

Ôîðìóëû (2.10, 2.12) íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ãàëèëåÿ äëÿ êî-
îðäèíàò è ñêîðîñòåé. Îòìåòèò åùå ðàç, ÷òî t = t′.

Íà ñàìîì äåëå, âûðàæåíèå (2.12) ìîæíî ïîëó÷èòü èç (2.10) âçÿâ ïðî-
èçâîäíóþ ïî âðåìåíè îò îáîèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà.

2.4 Óðàâíåíèå êèíåìàòè÷åñêîé ñâÿçè

Î÷åíü ÷àñòî â çàäà÷àõ âñòðå÷àþòñÿ íåñêîëüêî òåë ñâÿçàííûõ íèòêîé,
ñòåðæíåì èëè äðóãèì ýëåìåíòîì êîíñòðóêöèè. Îáû÷íî íèòêà ñ÷èòàåò-
ñÿ íåðàñòÿæèìîé, à ñòåðæåíü íåðàñòÿæèìûì è íåñæèìàåìûì. Òîãäà,
î÷åâèäíî, ÷òî ìåæäó ñêîðîñòÿìè ýòèõ òåë ñóùåñòâóåò ñâÿçü. Óðàâíåíèå
ïîëó÷åííîå èç ýòîé ñâÿçè íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì êèíåìàòè÷åñêîé
ñâÿçè, à ìåõàíèçì ñâÿçûâàþùèé òåëà - æåñòêîé ñâÿçüþ. Â äàëüíåé-
øåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü íå òîëüêî æåñòêèå ñâÿçè, íî è, íàïðèìåð,
ñâÿçè ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðóæèíîê.
Äàâàéòå äëÿ íà÷àëà ïîëó÷èì óñëîâèå êèíåìàòè÷åñêîé ñâÿçè íà êîíêðåò-
íûõ ïðèìåðàõ, à ïîòîì ïîïûòàåìñÿ ñôîðìóëèðîâàòü îáùåå ïðàâèëî.

Ïðèìåð 2.1 Íèòü, ïåðåêèíóòóþ ÷åðåç áëîê, òÿíóò ñ ïîñòîÿííîé ñêî-
ðîñòüþ v. Êàêîé áóäåò ñêîðîñòü áðóñêà â òîò ìîìåíò, êîãäà íèòü
ñîñòàâëÿåò ñ ãîðèçîíòîì óãîë α?

~v

~uαA

Ðèñ. 2.7: Ïðèìåð (2.1)

Ïóñòü òî÷êà A äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ
u, íàïðàâëåííîé ãîðèçîíòàëüíî. Íî ñ äðó-
ãîé ñòîðîíû, òî÷êà A ýòî òî÷êà íèòè, çíà-
÷èò âäîëü íèòêè îíà èìååò ñêîðîñòü v.
Ñïðîåöèðîâàâ ñêîðîñòü u íà íèòêó ïîëó-
÷èì:

u · cosα = v

Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì ïàðàäîêñàëüíûé
ðåçóëüòàò - ñêîðîñòü ãðóçèêà áîëüøå ÷åì ñêîðîñòü íèòêè:

u =
v

cosα

Ïðèìåð 2.2 Ó íàñ åñòü äâà øàðèêà, ñêðåïëåííûå òâåðäûì ñòåðæíåì.
Êàê ñâÿçàííû äðóã ñ äðóãîì ñêîðîñòè äâóõ øàðèêîâ?
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2.5. ÍÅÐÀÂÍÎÌÅÐÍÎÅ ÄÂÈÆÅÍÈÅ. ÌÃÍÎÂÅÍÍÀß ÑÊÎÐÎÑÒÜ.

~v2

~v1

α1

α2

Ðèñ. 2.8: Ïðèìåð (2.2)

Äëÿ îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ äîñòàòî÷íî ïîòðå-
áîâàòü, ÷òîáû äëèííà ïàëêè íå ìåíÿëàñü. Çà ìà-
ëûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè íà èçìåíåíèå äëèííû
ïàëêè âëèÿåò òîëüêî ïðîåêöèÿ ñêîðîñòè øàðèêà
íà ïàëêó, òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷àåì, ÷òî:

v1 · cos(α1) = v2 · cos(α2)

Èç ðàçîáðàííûõ ïðèìåðîâ, ìîæåì ñôîðìóëè-
ðîâàòü îáùåå ïðàâèëî, êîòîðûì, îäíàêî, íå ñëå-
äóþ ïîëüçîâàòüñÿ áåçäóìíî.

Òåîðåìà 2.1 Ïðîåêöèÿ ñêîðîñòåé ëþáûõ òî-
÷åê, ñâÿçàííûõ æåñòêîé ñâÿçüþ íà ñâÿçü ðàâíû.

Óïðàæíåíèå 2.2 Ïîëó÷èòå ðåçóëüòàò èç (2.2) ïåðåéäÿ â ÑÎ, ñâÿçàí-
íóþ ñ îäíèì èç øàðèêîâ.

2.5 Íåðàâíîìåðíîå äâèæåíèå. Ìãíîâåííàÿ
ñêîðîñòü.

Èòàê, ìû èçó÷èëè ðàâíîìåðíîå äâèæåíèå. Âñïîìíèì åùå ðàç îñíîâíûå
ìîìåíòû:

x(t) = x0 + vxt

∀∆t : ∆x
∆t = const

vx =
∆x

∆t
= tgα

t

X

∆t1 ∆t2

∆x1

∆x2

∆x1
∆t1

= ∆x2
∆t2

O

Ðèñ. 2.9: ÐÏÄ. Ãðàôèê çàâèñèìîñòè êîîðäèíàòû îò âðåìåíè

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðèìåð íåðàâíîìåðíîãî äâèæåíèÿ.
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t

X

∆t1 ∆t2

∆x1

∆x2 ∆x1
∆t1
6= ∆x2

∆t2

O

Ðèñ. 2.10: Íåðàâíîìåðíîå äâèæåíèå. Ãðàôèê çàâèñèìîñòè êîîðäèíàò îò
âðåìåíè

Êàê ìîæíî çàìåòèòü, íå âñåãäà ∆x1
∆t1
6= ∆x2

∆t2
, òîãäà âñòàåò âîïðîñ, êàê æå

òîãäà îïðåäåëèòü ñêîðîñòü? ×òîáû ðåøèòü âîçíèêøóþ ïðîáëåìó, ââåäåì
ïîíÿòèå ìãíîâåííîé ñêîðîñòè1

2.5.1 Ìãíîâåííàÿ ñêîðîñòü.

Îïðåäåëåíèå 2.14 Ìãíîâåííàÿ ñêîðîñòü - âåêòîðíàÿ ôèçè÷åñêàÿ âå-
ëè÷èíà, õàðàêòåðèçóþùàÿ áûñòðîòó ïåðåìåùåíèÿ è íàïðàâëåíèå äâè-
æåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè îòíîñèòåëüíî âûáðàííîé ñèñòåìû îòñ÷¼-
òà è ðàâíàÿ îòíîøåíèþ ïåðåìåùåíèÿ çà ìàëûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè
ê ýòîìó ïðîìåæóòêó âðåìåíè èëè ïðîñòî ïðîèçâîäíàÿ ðàäóèñ-âåêòîðà
ïî âðåìåíè:

~v(t) = lim
∆t→0

~r(t+ ∆t)− ~r(t)
∆t

= lim
∆t→0

∆~r(t)

∆t
=
d~r(t)

dt
= ~r′(t)

Çàìåòèì : â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè áóäåò ñâîÿ ìãíîâåííàÿ ñêîðîñòü.

Êàê è ïðè ÐÏÄ íàì áóäåò óäîáíî èñïîëüçîâàòü ïîíÿòèå ìãíîâåííîé ñêî-
ðîñòè âäîëü îäíîé îñè, òîãäà ìãíîâåííàÿ ñêîðîñòü âäîëü îñè x áóäåò
èìåòü ñìûñë òàíãåíñà óãëà íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó x(t):

v(t) = lim
∆t→0

x(t+ ∆t)− x(t)

∆t
= x′(t) (2.13)

v(t) = tgα(t) (2.14)

Ïîñëå òîãî êàê ìû ââåëè ïîíÿòèå ìãíîâåííîé ñêîðîñòè, ìû ìîæåì äàòü
íîâîå, áîëåå ïðèâû÷íîå ìíîãèì ÷èòàòåëÿì, îïðåäåëåíèå ÐÏÄ.

1Â ýòîé è äàëüíåéøèõ ãëàâàõ áóäåò àêòèâíî èñïîëüçîâàíî ïîíÿòèå ïðîèçâîäíîé. Åñëè âäðóã Âû
íå çíàêîìû ñ íèì, ðåêîìåíäóåì îáðàòèòüñÿ ê ñïèñêó ëèòåðàòóðû [9]
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t

X

t t+ ∆t

x(t)

x(t+ ∆t)
α

O

Ðèñ. 2.11: Ìãíîâåííàÿ ñêîðîñòü

Îïðåäåëåíèå 2.15 Ðàâíîìåðíîå ïðÿìîëèíåéíîå äâèæåíèå - äâèæåíèå
ñ ïîñòîÿííîé ìãíîâåííîé ñêîðîñòüþ.

Òàêîå îïðåäåëåíèå î÷åíü åñòåñòâåííî, íî íóæíî ïîíèìàòü, ÷òî ñ ïîíÿòè-
åì ìãíîâåííîé ñêîðîñòè ìû ïîçíàêîìèëèñü ïîçæå ÷åì ñ ÐÏÄ, ïîýòîìó
èì ìû ìîæåì ïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî ñåé÷àñ.

2.5.2 Ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü

Î÷åíü ÷àñòî äëÿ îïèñàíèÿ íåðàâíîìåðíîãî äâèæåíèÿ ââîäèòñÿ ïîíÿòèå
ñðåäíåé ñêîðîñòè, ÷òî ïîçâîëÿåò îïèñàòü äâèæåíèå â öåëîì, íå àêöåí-
òèðóÿ âíèìàíèå íà êîíêðåòíîì ìîìåíòå âðåìåíè.

Îïðåäåëåíèå 2.16 Ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü (ñðåäíÿÿ ïî ïåðåìåùåíèþ) - ôè-
çè÷åñêàÿ âåëè÷èíà ðàâíàÿ âåêòîðó ïåðåìåùåíèÿ ðàçäåëåííîìó íà âðåìÿ
çà êîòîðîå áûëî ñîâåðøåíî ýòî ïåðåìåùåíèå:

−→vñð =

−→
∆r

∆t

Òàêàÿ ñêîðîñòü õàðàêòåðèçóåò ïåðåìåùåíèå â öåëîì, îäíàêî î÷åíü ÷àñòî
õî÷åòñÿ îïèñûâàòü ïðîéäåííûé ïóòü, ïîýòîìó ââåäåì åùå îäíî ïîíÿòèå.

Îïðåäåëåíèå 2.17 Ñðåäíÿÿ ïóòåâàÿ ñêîðîñòü - ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà
ðàâíàÿ âñåìó ïóòè, ïîäåëåííîìó íà âðåìÿ çà êîòîðîå áûë ïðîéäåí ýòîò
ïóòü:

vïóòü =
l

∆t

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî î÷åíü îïàñíî ïóòàòü ðàçíûå ñðåäíèå ñêîðîñòè,
íàïðèìåð, åñëè òåëî âåðíóëàñü â ïåðâîíà÷àëüíóþ òî÷êó, òî ñðåäíÿÿ ñêî-
ðîñòü ïî ïåðåìåùåíèþ ðàâíà íóëþ, à ñðåäíÿÿ ïóòåâàÿ íåò.
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2.6 Ðàâíîóñêîðåííîå äâèæåíèå

Îäíèì èç âèäîâ íåðàâíîìåðíîãî äâèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàâíîóñêîðåííîå
äâèæåíèå.

Îïðåäåëåíèå 2.18 Ðàâíîóñêîðåííîå äâèæåíèå - ìîäåëü äâèæåíèÿ ìà-
òåðèàëüíîé òî÷êè, â êîòîðîé çà ëþáûå ðàâíûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè
ñêîðîñòü òåëà ìåíÿåòñÿ íà îäèíàêîâóþ âåëè÷èíó:

∀∆t : ∆~v
∆t = const

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî îïðåäåëåíèå î÷åíü ïîõîæå íà îïðåäåëåíèå ÐÏÄ ñ
òîé òîëüêî ðàçíèöåé, ÷òî èçìåíåíèå ðàäèóñ-âåêòîðà òåëà çàìåíÿåòñÿ íà
èçìåíåíèå ñêîðîñòè. Òîãäà âîçíèêàåò åñòåñòâåííîå æåëàíèå ââåñòè ôè-
çè÷åñêóþ âåëè÷èíó, õàðàêòåðèçóþùóþ ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè.

Îïðåäåëåíèå 2.19 Óñêîðåíèå - âåêòîðíàÿ ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà, õà-
ðàêòåðèçóþùàÿ ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè:

−→a (t) =
−→v (t+ ∆t)−−→v (t)

∆t
=

∆−→v (t)

∆t
= ~v′(t) = ~r′′(t)

2.6.1 Çàêîí èçìåíåíèÿ ~v(t)

Åñëè â îïðåäåëåíèå (2.19) íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè îáîçíà÷èòü t0 (à
ñêîðîñòü â íà÷àëå −→v 0 ), à êîíå÷íûé t, òî ìîæíî ïîëó÷èòü:

−→a =
−→v (t)−−→v 0

t− t0
⇒

−→v (t) = −→v0 +−→a (t− t0) (2.15)

Åñëè ðàñïèñàòü ïî êîîðäèíàòàì, òî ïîëó÷èì:

vx(t) = v0x + ax(t− t0); vy(t) = v0y + ay(t− t0); vz(t) = v0z + az(t− t0);
(2.16)

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ïðàêòè÷åñêè âñåãäà ìîæíî ïîëîæèòü t0 = 0 è ïî-
ëó÷èòü çàêîí èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè â áîëåå ïðîñòîì âèäå:

−→v (t) = −→v0 +−→a t (2.17)

vx(t) = v0x + axt; vy(t) = v0y + ayt; vz(t) = v0z + azt; (2.18)

Òàê æå îòìåòèì, ÷òî ÷àñòî ìû áóäåì çàïèñûâàòü çàêîí äâèæåíèÿ âäîëü
îäíîé îñè (êîãäà òåëî äâèãàåòñÿ ïðÿìîëèíåéíî) è îïóñêàòü èíäåêñ îñè.
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2.6.2 Ãðàôèê

Ðàññìîòðèì ðàâíîóñêîðåííîå äâèæåíèå âäîëü ïðîèçâîëüíîé îñè X. Êàê
ìû ãîâîðèëè, èíîãäà ìû íå áóäåì ïèñàòü èíäåêñ îñè, ñåé÷àñ èìåííî òîò
ñëó÷àé. Èçîáðàçèì ãðàôèê çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè îò âðåìåíè:

v(t) = v0 + at.

t

v

S
v0

v0 + at

O

Ðèñ. 2.12: Ðàâíîóñêîðåííîå äâèæåíèå. Ãðàôèê çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè îò
âðåìåíè

Ôóíêöèÿ v(t) = v0 + at ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé íà ãðàôèêå, óãëîâîé êîýô-
ôèöèåíò ðàâåí óñêîðåíèþ a.

tgα = a (2.19)

Ïëîùàäü ïîä ãðàôèêîì ðàâíà ïåðåìåùåíèþ òî÷êè âäîëü îñè OX,
ïðè÷åì ïëîùàäü áóäåò îòðèöàòåëüíîé, åñëè ãðàôèê óõîäèò ïîä îñü OX.
Â ýòîì ôàêòå ïðîñòî óáåäèòüñÿ, ðàçáèâ íàøå äâèæåíèå íà ìíîãî ó÷àñò-
êîâ ñ ÐÏÄ.

S(t) = v0 · t+
at · t

2

Êîîðäèíàòà ñ ïåðåìåùåíèåì ñâÿçàíû ïðîñòûì îáðàçîì:

x(t) = x0 + S(t)

Òîãäà çàêîí äâèæåíèÿ âäîëü îñè X ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

x(t) = x0 + v0t+
at2

2
(2.20)

2.6.3 Çàêîí äâèæåíèÿ ïðè ðàâíîóñêîðåííîì äâèæå-

íèè

Îáû÷íî çàêîí äâèæåíèÿ ïðè ðàâíîóñêîðåííîì äâèæåíèå èñïîëüçóåòñÿ â
ïðîåêöèè íà îñü (2.20), îäíàêî íóæíî óìåòü çàïèñûâàòü çàêîí äâèæåíèÿ
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è â âåêòîðíîì âèäå. Åãî ìû ìîæåì ïîëó÷èòü, çàïèñàâ (2.20) âäîëü òðåõ
îñåé è îáúåäèíèâ èõ â âåêòîð:

~r(t) = ~r0 + ~v0t+
~at2

2
(2.21)

Óïðàæíåíèå 2.3 Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà äâèãàåòñÿ âäîëü äâóõ îñåé ðàâ-
íîóñêîðåííî, à âäîëü äðóãîé ðàâíîìåðíî. Êàêîé òèï äâèæåíèÿ áóäåò?

Õî÷åòñÿ îòìåòèòü, ÷òî åñëè òåëî íà÷èíàåò äâèãàòüñÿ íå â ìîìåíò âðåìåíè
t0 6= 0, òî ïðîñòî âî âñåõ çàêîíàõ äâèæåíèÿ (2.20 è 2.21) áóäåò äîñòàòî÷íî
çàìåíèòü t íà t− t0:

~r(t) = ~r0 + ~v0(t− t0) +
~a(t− t0)2

2
(2.22)

2.6.4 Âûâîä çàêîíà äâèæåíèÿ ÷åðåç îïðåäåëåíèå

ïðîèçâîäíîé

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî îïðåäåëåíèå óñêîðåíèÿ (2.19) î÷åíü íàïîìèíàåò ïðî-
èçâîäíóþ ñêîðîñòè, òî åñòü ìû ìîæåì çàïèñàòü:

~v′(t) = ~a (2.23)

Òîãäà, â ñëó÷àå ðàâíîóñêîðåííîãî äâèæåíèÿ íàì íóæíî óãàäàòü ôóíê-
öèþ, ÷üÿ ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà ~a. Òàêàÿ ôóíêöèÿ óãàäûâàåòñÿ ñ òî÷íîñòü
äî êîíñòàíòû, êîòîðàÿ èìååò ñìûñë íà÷àëüíîé ñêîðîñòè:

~v(t) = ~v0 + ~at (2.24)

Âñïîìíèâ îïðåäåëåíèå ìãíîâåííîé ñêîðîñòè (2.14) ñòàíåò ïîíÿòíî, ÷òî
çàäà÷à îòûñêàíèÿ çàêîíà äâèæåíèÿ ~r(t), ýêâèâàëåíòíà óãàäûâàíèþ
ôóíêöèè, ïðîèçâîäíàÿ êîòîðîé ðàâíà ~v(t), òàê êàê ~r′(t) = ~v(t). Èç
ñâîéñòâ ïðîèçâîäíîé ìíîãî÷ëåíà ëåãêî ïîíÿòü âåðíîñòü çàêîíà (2.21)
×èòàòåëü, íàâåðíîå, çàìåòèë, ÷òî íàõîäèòü çàêîí èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè
~v(t), çíàÿ çàêîí äâèæåíèÿ ~r(t) î÷åíü ïðîñòî - äîñòàòî÷íî ïðîñòî ïîñ÷è-
òàòü ïðîèçâîäíóþ. Òàêèì îáðàçîì ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíî ïî÷åìó îáðàòíàÿ
çàäà÷à ìåõàíèêè ñ÷èòàåòñÿ ïðîñòîé. À âîò çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ~r(t) ïî
èçâåñòíîìó ~v(t) ïðåäñòàâëÿåòñÿ êóäà áîëåå ñëîæíîé è íå çðÿ íàçûâàåòñÿ
îñíîâíîé çàäà÷åé ìåõàíèêè.
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2.6.5 Ôîðìóëà ïóòè áåç âðåìåíè

Ðàçáåðåì îäèí èç âàæíûõ ïðèìåðîâ ðàâíîóñêîðåííîãî äâèæåíèÿ.

Ïðèìåð 2.3 Òåëî äâèãàåòñÿ ñ óñêîðåíèåì a, êàêîé ïóòü ïðîéäåò òåëî
ïîêà îíî óñêîðÿëîñü (òîðìîçèëî) îò ñêîðîñòè v1 äî ñêîðîñòè v2?

Çàïèøåì çàêîí äâèæåíèÿ è çàêîí èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè, âçÿâ çà íà÷àëü-
íóþ ñêîðîñòü v1:

x(t) = v1t+
at2

2
(2.25)

v(t) = v1 + at (2.26)

Íàéäåì â êàêîé ìîìåíò âðåìåíè ñêîðîñòü ñòàíåò ðàâíà v2, íàçîâåì ýòî
âðåìÿ tïóòè: v(tïóòè) = v1 + atïóòè. Î ñþäà:

tïóòè =
v2 − v1

a
(2.27)

Ïîäñòàâëÿÿ â (2.25) ïîëó÷àåì êîíå÷íóþ êîîðäèíàòó:

x(tïóòè) =
(v2 − v1)v1

a
+
a(v2−v1a )2

2
(2.28)

Îò ñþäà ïîëó÷àåì ôîðìóëó ïóòè áåç âðåìåíè:

S =
v2

2 − v2
1

2a
(2.29)

Ñïðàâåäëèâîñòè ðàäè íóæíî îòìåòèòü, ÷òî ìû âû÷èñëèëè ÷èñëåííîå çíà-
÷åíèå ïðîåêöèè ïåðåìåùåíèÿ ïåðåìåùåíèå, à íå ïóòü. Îäíàêî, åñëè ñêî-
ðîñòü íå ìåíÿëà íàïðàâëåíèå (çíàê), òî ìîæíî ãîâîðèòü î íàõîæäåíèè
ïóòè. Òàêèì îáðàçîì, îòäàâàÿ äàíü òðàäèöèÿì, ìû áóäåì íàçûâàòü åå
ôîðìóëîé ïóòè áåç âðåìåíè.

2.6.6 Ïóòü ïðîéäåííûé çà k-óþ ñåêóíäó

Ïðèìåð 2.4 Òåëî íà÷èíàåò äâèæåíèå ñ óñêîðåíèåì a. Êàêîé ïóòü
ïðîéäåò òåëî çà k-óþ ñåêóíäó?

Òåëî äâèãàåòñÿ ïî çàêîíó x(t) = at2

2 Åñëè ìû îáîçíà÷èì ïóòü, ïðîéäåí-
íûé çà k-óþ ñåêóíäó Sk, òî ïîëó÷èì:

Sk = x(k)− x(k − 1) =
a

2
(k2 − (k − 1)2) =

a

2
(2k − 1) (2.30)
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Çàìåòèì, ÷òî ïóòü ïðîéäåííûé çà τ ðàâíî x(τ), íî ñ äðóãîé ñòîðîíû îíî
ðàâíî ñóììå ïóòåé ïðîéäåííûõ çà ïåðâûé τ ñåêóíä:

x(τ) =
a

2
τ 2 =

k=τ∑
k=1

a

2
(2k − 1) (2.31)

Îò ñþäà ìîæåì ïîëó÷èòü èçâåñòíîå èç ìàòåìàòèêå ðàâåíñòâî, äëÿ ñóììû
íå÷åòíûõ ÷èñåë:

k=τ∑
k=1

(2k − 1) = τ 2 (2.32)

2.7 Ñâîáîäíîå ïàäåíèå

Âáëèçè ïîâåðõíîñòè Çåìëè âñå áåç èñêëþ÷åíèÿ ñâîáîäíûå òåëà äâèãà-
þòñÿ ñ óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g = 9, 8ì/ñ. Ñâîáîäíûì òåëîì ìû
áóäåò íàçûâàòü òåëî íà êîòîðîå íå îêàçûâàåòñÿ âîçäåéñòâèå. Òàêèì îáðà-
çîì ìû áóäåì ïðåíåáðåãàòü ñîïðîòèâëåíèåì âîçäóõà, äåéñòâèòåëüíî, åñëè
îòïóñòèòü ãèðþ è ïåðûøêî â îòêà÷åííîé äî ñîñòîÿíèÿ âàêóóìà êîìíà-
òå, òî îíè óïàäóò îäíîâðåìåííî. Íóæíî áûòü âíèìàòåëüíûì êîãäà òàêîå
ïðåíåáðåæåíèå íåäîïóñòèìî (íàïðèìåð ïðè ðàñ÷åòå äâèæåíèå ïàðàøþ-
òèñòà). Òîãäà çàêîí äâèæåíèÿ òåëà â ïîëå òÿæåñòè Çåìëè âûãëÿäèò òàê:

y(t) = y0 + v0yt−
gt2

2

vy(t) = v0y − gt (2.33)

Ïðèìåð 2.5 Òåëî ïàäàåò ñ âûñîòû H. Íàéòè âðåìÿ ïàäåíèÿ è ñêî-
ðîñòü ïåðåä ïàäåíèåì.

Ðåøåíèå ëþáîé çàäà÷è ïî êèíåìàòèêå íà÷èíàåòñÿ ñ âûáîðà ÑÎ (ðèñ.2.13)
è çàïèñè çàêîíîâ äâèæåíèÿ è èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè:

y(t) = H − gt2

2

v(t) = −gt
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H

Y

O

−→g

Ðèñ. 2.13:
Ñâîáîäíîå
ïàäåíèå

Äàëåå íóæíî çàïèñàòü óñëîâèå çàäà÷è íà ìàòåìàòè-
÷åñêîì ÿçûêå. Åñëè òåëî óïàëî, òî åãî êîîðäèíàòà ïî îñè
Y ðàâíà íóëþ:

y(tïàä) = 0

h−
gt2ïàä

2
= 0

Òîãäà âðåìÿ ïàäåíèÿ ðàâíî:

tïàä =

√
2H

g
,

à ñêîðîñòü â íèæíåé òî÷êå:

vïàä = v(tïàä) =
√

2gH

Ïðèìåð 2.6 Êàêîé ïóòü ïðîéäåò ñâîáîäíîïàäàþùåå òåëî çà ïåðâûå è
ïîñëåäíèå τ ñåêóíä?

H

Y

O

−→g

Ðèñ. 2.14: Ïà-
äåíèå

Äëÿ íà÷àëà âûáåðåì ÑÎ. Íà÷àëî ÑÎ âîçüìåì ñîâïà-
äàþùèì ñ íà÷àëüíûì ïîëîæåíèåì òåëà, à îñü Y íàïðà-
âèì âíèç (ðèñ. 2.14). Òîãäà çàêîí äâèæåíèÿ áóäåò èìåòü
âèä:

y(t) =
gt2

2
Òîãäà ïóòü çà ïåðâûå τ ñåêóíä áóäåò ðàâåí:

l1 = y(τ)− y(0)

à çà ïîñëåäíèå τ ñåêóíä:

l2 = y(tïàä)− y(t− τ)

Îñòàëîñü íàéòè tïàä, â ìîìåíò ïàäåíèÿ êîîðäèíàòà òåëà
ðàâíà âûñîòå H:

y(tïàä) = H =
gt2ïàä

2
⇒

tïàä =

√
2H

g
⇒

l1 =
gτ 2

2
; l2 = H − g

2
(

√
2H

g
− τ)2

Ïðèìåð 2.7 Ïóñòü òåëî êèäàþò ñ ïîâåðõíîñòè Çåìëè ñ èçâåñòíîé
ñêîðîñòüþ v0. Íàéòè âðåìÿ ïîäúåìà, ìàêñèìàëüíóþ âûñîòó ïîäíÿòèÿ
è ïîëíîå âðåìÿ ïîëåòà.
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H

Y

O

−→g

v0

Ðèñ. 2.15: Âûñîòà
ïîäúåìà

Âûáåðåì ñèñòåìó îòñ÷åòà (ðèñ. 2.15) è çàïè-
øåì çàêîí äâèæåíèÿ è èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè:

y(t) = v0t−
gt2

2

v(t) = v0 − gt
Ìàêñèìàëüíàÿ âûñîòà ïîäíÿòèÿ äîñòèãàåòñÿ â
òîò ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà ñêîðîñòü òåëà äîñòè-
ãàåò íóëÿ (ïîäóìàéòå ïî÷åìó). Òîãäà:

v(tïîäúåìà) = v0 − gtïîäúåìà = 0⇒ tïîäúåìà =
v0

g

Êàê íè ñòðàííî ýòî çâó÷èò, íî âûñîòà ïîäúåìà
ðàâíà êîîðäèíàòå â òîò ìîìåíò, êîãäà òåëî íàõî-

äèòñÿ â âåðõíåé òî÷êå:

H = y(tïîäúåìà) = votïîäúåìà −
gt2ïîäúåìà

2
=
v2

0

g
− v2

0

2g
=
v2

0

2g
.

Çàìåòèì, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò ìû ìîãëè ñðàçó ïîëó÷èòü èñïîëüçóþ ôîð-
ìóëû ïóòè áåç âðåìåíè (2.29).
Òåïåðü íàéäåì âðåìÿ,çà êîòîðîå òåëî âåðíóëîñü â èñõîäíóþ òî÷êó. Òåëî
âåðíóëîñü â íà÷àëüíóþ òî÷êó, à çíà÷èò åãî êîîðäèíàòà íîëü.

y(t) = v0tïîëíîå −
gt2ïîëíîå

2
= 0⇒ t1 = 0; t2 =

2v0

g

Äåéñòâèòåëüíî, òåëî íàõîäèëîñü íà çåìëå â ñàìûé íà÷àëüíûé ìîìåíò
è ïîñëå âñåãî ïîëåòà. Çíà÷èò âðåìÿ ïîëåòà

tïîëíîå =
2v0

g

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî âðåìÿ ïîäúåìà ðàâíî ïîëîâèíå ïîëíîãî âðåìåíè
ïîëåòà. Ýòî è òàê áûëî î÷åâèäíî? Î÷åâèäíî ýòî òî, ÷òî ëåãêî äîêàçàòü,
âîò ìû è äîêàçàëè.

2.8 Äâèæåíèå ïîä óãëîì ê ãîðèçîíòó

À ÷òî èçìåíèòñÿ, åñëè êèíóòü òåëî íå âåðòèêàëüíî ââåðõ, à ïîä êàêèì-
ëèáî óãëîì ê ãîðèçîíòó?

Âäîëü îñè Y çàêîí äâèæåíèÿ îñòàíåòñÿ òàêèì æå:

y(t) = y0 + v0yt−
gt2

2
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2.8. ÄÂÈÆÅÍÈÅ ÏÎÄ ÓÃËÎÌ Ê ÃÎÐÈÇÎÍÒÓ

α
v0

g

Y

X

Ðèñ. 2.16: Äâèæåíèå ïîä óãëîì ê ãîðèçîíòó

vy(t) = v0y − gt.
Íî ïîÿâèòñÿ åùå îñü X, âäîëü êîòîðîé äâèæåíèå ðàâíîìåðíî è ïðÿ-

ìîëèíåéíî:
x(t) = x0 + v0xt

vx(t) = v0x.

Ñïðîåöèðîâàâ íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü íà îñè, ïîëó÷àåì:

v0x = v0 · cosα; v0y = v0 · sinα;

Òîãäà ìîæåì çàïèñàòü çàêîí äâèæåíèÿ è èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè â ïîëå
òÿæåñòè Çåìëè:

vx(t) = v0 cosα
vy(t) = v0 sinα− gt
x(t) = x0 + v0 cosαt

y(t) = y0 + v0 sinαt− gt2

2

(2.34)

Ñèñòåìà çàêîíîâ (2.34) ïîëíîñòüþ îïèñûâàåò äâèæåíèå òåëà, áðîøåí-
íîãî ïîä óãëîì ê ãîðèçîíòó è â äàëüíåéøåì ïîçâîëèò ðåøàòü àáñîëþòíî
ëþáûå çàäà÷è.

Ïðèìåð 2.8 Íàéòè ìàêñèìàëüíóþ âûñîòó ïîíÿòèÿ, äëèíó è äàëü-
íîñòü ïîëåòà, çíàÿ íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü è óãîë áðîñêà.

Ðåøåíèå ëþáîé çàäà÷è ïî êèíåìàòèêè íóæíî íà÷èíàòü ñ âûáîðà ÑÎ.
Â äàííîì ñëó÷àå ðàçóìíî âûáðàòü ÑÎ, ñâÿçàííóþ ñ íà÷àëüíûì ïîëîæå-
íèåì òåëà (ðèñ. 2.17). Ïîñëå ýòîãî íåîáõîäèìî çàïèñàòü çàêîí äâèæåíèÿ
è çàêîí èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè:

vx(t) = v0 cosα
vy(t) = v0 sinα− gt
x(t) = v0 cosαt

y(t) = v0 sinαt− gt2

2

(2.35)
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α

y

x

H

L

v

g

Ðèñ. 2.17: Áðîñîê ïîä óãëîì ê ãîðèçîíòó

Âðåìÿ ïîëåòà è âûñîòà ïîäíÿòèÿ íàõîäèòñÿ àíàëîãè÷íî ïðèìåðó (2.7):

vy(tH) = v0 sinα− gtH = 0⇒ tH =
v0y

g
=
v0 sinα

g

H = y(tH) =
(v0 sinα)2

2g

Òåëî óïàëî â ìîìåíò âðåìåíè tïîëíîå , çíà÷èò êîîðäèíàòà íî îñè y ðàâíà
íóëþ

y(tïîëíîå) = v0 sinαtïîëíîå −
gt2ïîëíîå

2
= 0⇒ tïîëíîå =

2v0y

g
=

2v0 sinα

g

Íàéäåì äàëüíîñòü ïîëåòà. Äàëüíîñòü ïîëåòà ðàâíà êîîðäèíàòå ïî îñè
x â òîò ìîìåíò êîãäà òåëî óïàëî, òî åñòü tïîëíîå:

L = x(tïîëíîå) = v0 cosαtïîëíîå =
2v2

0 sinα cosα

g

À òåïåðü äàâàéòå ïðîàíàëèçèðóåì îòâåò. Êàê âû çíàåòå èç êóðñà ìà-
òåìàòèêè 2 sinα cosα = sin 2α, òîãäà

L =
v2

0 sin 2α

g
.

Çíà÷èò ìàêñèìàëüíàÿ äàëüíîñòü ïîëåòà äîñòèãàåòñÿ ïðè ìàêñèìàëü-
íîì ñèíóñå, òî åñòü :

sin 2αmax = 1⇒ αmax = 45◦

Òàêèì îáðàçîì, ìàêñèìàëüíàÿ äàëüíîñòü ïîëåòà äîñòèãàåòñÿ ïðè
áðîñêå ïîä óãëîì â 45◦.
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2.8. ÄÂÈÆÅÍÈÅ ÏÎÄ ÓÃËÎÌ Ê ÃÎÐÈÇÎÍÒÓ

2.8.1 Òðàåêòîðèÿ

Âû, íàâåðíîå, óæå äîãàäûâàåòåñü ïî êàêîé êðèâîé äâèæåòñÿ òåëî ïðè
áðîñêå ïîä óãëîì ê ãîðèçîíòó, íî äàâàéòå âûâåäåì ýòî ÷åñòíî. Äëÿ ýòî-
ãî çàïèøåì çàêîí äâèæåíèå îòíîñèòåëüíî ÑÎ, ñâÿçàííîé ñ íà÷àëüíûì
ïîëîæåíèåì òåëà.

y(t) = v0t sinα− gt2

2

x(t) = v0t cosα

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü çàâèñèìîñòü y(x) âûðàçèì t èç âòîðîãî âû-
ðàæåíèÿ è ïîäñòàâèì â ïåðâîå:

t(x) =
x

v0 cosα

y(t(x)) =
xv0 sinα

vo cosα
−
g( x

v0 cosα)2

2

Ïðåîáðàçîâàâ ýòî âûðàæåíèå, ïîëó÷àåì:

y(x) = − gx2

2(v0 cosα)2
+ x tgα (2.36)

Ôîðìóëà (2.36) ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé çàâèñèìîñòüþ îò x. Ãðàôèê

çàâèñèìîñòè - ïàðàáîëà, ñ âåðøèíîé xâ = tgα(v0 cosα)2

g = v0 sin 2α
2g . Óðàâ-

íåíèå òðàåêòîðèè ïîëó÷àåòñÿ äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêèì è òðóäíîïðèìåíè-
ìûì ïðè ðåøåíèè çàäà÷, îäíàêî îíî ìîæåò áûòü ïîëåçíî ïðè êîìïüþ-
òåðíûõ ðàñ÷åòàõ.

2.8.2 Óãîë è ìîäóëü ñêîðîñòè

Î÷åíü ÷àñòî ïðè îïèñàíèå äâèæåíèÿ âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü çíàòü ÷å-
ìó ðàâíà ñêîðîñòü ïîä êàêèì óãëîì ê ãîðèçîíòó îíà â äàííûé ìîìåíò
íàïðàâëåíà . Íàéäåì çàâèñèìîñòü óãëà îò âðåìåíè α(t).
Ïóñòü òåëî áðîñàþò ñ íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ v0 ïîä óãëîì α0 ê ãîðèçîíòó.
Çàïèøåì çàêîí èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè ïî äâóì îñÿì:

vx(t) = v0 cosα0

vy(t) = v0 sinα0 − gt

Çàìåòèì, ÷òî:

tgα(t) =
vy(t)

vx(t)
=
v0 sinα0 − gt
v0 cosα0

= tgα0 −
gt

v0 cosα0
(2.37)
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Òàê æå ìû ìîæåì íàéòè ìîäóëü ñêîðîñòè â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè. Èç
òåîðåìå Ïèôàãîðà íàõîäèì v(t):

v(t) =
√
v2
x(t) + v2

y(t) =
√

(v0 cosα0)2 + (v0 sinα0 − gt)2 =

=
√
v2

0 − 2v0gt sinα + (gt)2 (2.38)

Êàê ìû çíàåì, ÷òî áû çàäàòü âåêòîð ìîæíî çàäàòü åãî êîìïîíåíòû (â
íàøåì ñëó÷àå vx(t) è vy(t)), à ìîæíî ìîäóëü è óãîë (v(t) è α(t)). Ïî-
ýòîìó, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî â ýòîì ïóíêòå ïðè çàïèñè âåêòîðà ñêîðîñòè
ìû ïðîñòî ïåðåøëè îò äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò ê ïîëÿðíûì. Ýòî ìîæåò
îêàçàòüñÿ î÷åíü óäîáíî â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ, íàïðèìåð â çàäà÷å 3.2.
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Ãëàâà 3

Êèíåìàòèêà
âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ

Ëåòèò âåòåð ê þãó, ïîâîðà÷èâàåò ê

ñåâåðó � êðóæèòñÿ, êðóæèòñÿ âåòåð è

âîçâðàùàåòñÿ íà êðóãè ñâîè.

Êíèãà Åêêëåñèàñòà

Îòäåëüíàÿ î÷åíü âàæíàÿ ðîëü ïðè èçó÷åíèè êèíåìàòèêè îòâîäèò-
ñÿ êèíåìàòèêå âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ è ýòî íå ñëó÷àéíî. Íàñ âñþäó
îêðóæàåò äâèæåíèå ïî îêðóæíîñòè (èëè ïî÷òè ïî îêðóæíîñòè) áóäü òî
âðàùåíèå Çåìëè âîêðóã Ñîëíöà, Ëóíû âîêðóã Çåìëè, Çåìëè âîêðóã ñâî-
åé îñè èëè ïðîñòî âðàùåíèå êîëåñà, íå äàðîì âåäü èçîáðåòåíèå êîëåñà
ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âàæíåéøèõ èçîáðåòåíèé ÷åëîâåêà.
Îäíàêî, âàæíîñòü èçó÷åíèÿ âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ åùå
â òîì, ÷òî ëþáîå êðèâîëèíåéíîå äâèæåíèå ìîæíî ðàçáèòü íà ìíîãî ìà-
ëåíüêèõ ïîâîðîòîâ, ýòî íàïðÿìóþ ñëåäóåò èç òåîðåìû Øàëÿ

Òåîðåìà 3.1 (Øàëÿ) âñÿêîå ïðåîáðàçîâàíèå ïëîñêîñòè ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü êàê ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ, âðàùåíèå, îñåâóþ èëè ñêîëüçÿùóþ
ñèììåòðèþ.

Ýòà òåîðåìà øèðîêî èçâåñòíà â ìàòåìàòèêå è ìû íå áóäåò îñòàíàâëèâàòü-
ñÿ íà åå äîêàçàòåëüñòâå, à ëþáîïûòíîìó ÷èòàòåëþ ñîâåòóåì îáðàòèòüñÿ
ê äîïîëíèòåëüíîé ëèòåðàòóðå, íàïðèìåð [8].

3.1 Äâèæåíèå ïî îêðóæíîñòè

Êàê ìû óæå ñêàçàëè, âàæíóþ ðîëü äëÿ îïèñàíèÿ êðèâîëèíåéíîãî äâèæå-
íèå ñëóæèò äâèæåíèå ïî îêðóæíîñòè. Ïîýòîìó ìû óäåëèì ïîâûøåííîå
âíèìàíèå ýòîìó âîïðîñó.
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Ðèñ. 3.1: Ïðèáëèæåíèå êðèâîé òðàåêòîðèè îêðóæíîñòÿìè

X

Y

ϕ(t)O

Ðèñ. 3.2: Äâèæåíèå ïî îêðóæíîñòè

Ïðåæäå âñåãî, ïîñìîòðèì êàêàÿ èíôîðìàöèÿ ó íàñ åñòü î îêðóæíî-
ñòè.

• Äëèíà äóãè ñ öåíòðàëüíûì óãëîì, ðàâíûì α

läóãè = αR (3.1)

• Äëèíà îêðóæíîñòè

l = 2πR (3.2)

• Óðàâíåíèå îêðóæíîñòè

x2 + y2 = R2 (3.3)

Èç âñåãî ýòîãî ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî äëÿ çàäàíèÿ ïîëîæåíèÿ òå-
ëà íà îêðóæíîñòè ðàäèóñà R áóäåò èçáûòî÷íî çàäàâàòü êîîðäèíàòû x(t)
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3.2. �ÐÀÂÍÎÌÅÐÍÎÅ� ÄÂÈÆÅÍÈÅ ÏÎ ÎÊÐÓÆÍÎÑÒÈ

è y(t) . Íàì áóäåò äîñòàòî÷íî ââåñòè ôóíêöèþ ϕ(t), êîòîðàÿ îïèñûâà-
åò çàâèñèìîñòü óãëà îò âðåìåíè. Ïðè ýòîì íàïðàâëåíèå ïðîòèâ ÷àñîâîé
ñòðåëêå áóäåì ñ÷èòàòü ïîëîæèòåëüíûì, à ïî ÷àñîâîé - îòðèöàòåëüíûì.

Òîãäà x(t) è y(t) ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ϕ(t) :

x(t) = R cosϕ(t); y(t) = R sinϕ(t). (3.4)

3.2 �Ðàâíîìåðíîå� äâèæåíèå ïî îêðóæíîñòè

Íà÷íåì èçó÷åíèå äâèæåíèÿ ïî îêðóæíîñòè ñ ñàìîãî ïðîñòîãî ñëó÷àÿ.

Îïðåäåëåíèå 3.1 �Ðàâíîìåðíîå� äâèæåíèåì ïî îêðóæíîñòè - ìîäåëü
äâèæåíèÿ ïî îêðóæíîñòè, ïðè êîòîðîì ìîäóëü ñêîðîñòè (ìãíîâåííîé)
òåëà îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì ñ òå÷åíèåì âðåìåíè.

Ïîÿñíèì, ÷òî �ðàâíîìåðíîå� ìû ïèøåì â êàâû÷êàõ, òàê êàê ïðè òàêîì
äâèæåíèè ñîõðàíÿåòñÿ òîëüêî ìîäóëü ñêîðîñòè, à âåêòîð ñêîðîñòè ìåíÿ-
åòñÿ, ïîýòîìó ìû íå ìîæåì íàçûâàòü åãî ðàâíîìåðíûì â ïîëíîì ñìûñëå
ýòîãî ñëîâà (ñì. 2.2).

|−→v | = const (3.5)

Ââåäåì íåñêîëüêî ïîíÿòèé, ñâÿçàííûõ ñ äâèæåíèåì ïî îêðóæíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 3.2 Ïåðèîä îáðàùåíèÿ - âðåìÿ, çà êîòîðîå òåëî ñîâåð-
øàåò îäèí ïîëíûé îáîðîò.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè ïåðèîä, ïðèìåíèì ôîðìóëó äëÿ ðàçäåëèì äëè-
íó îêðóæíîñòè íà ñêîðîñòü:

T =
2πR

|−→v |
=

2πR

v
(3.6)

Îïðåäåëåíèå 3.3 ×àñòîòà îáðàùåíèÿ - ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà ðàâíàÿ
êîëè÷åñòâó îáîðîòîâ çà îäíó ñåêóíäó.

ν =
1

T
= [c−1] = [Ãö] (3.7)

3.2.1 Öåíòðîñòðåìèòåëüíîå óñêîðåíèå

Êàê ìû ñêàçàëè ðàíåå, ìîäóëü ñêîðîñòè v íå ìåíÿåòñÿ, îäíàêî, âåêòîð
ñêîðîñòè−→v ìåíÿåò ñâîå íàïðàâëåíèå, ïîýòîìó â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè
ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî òåëî äâèãàåòñÿ ñ êàêèì-òî óñêîðåíèåì. Íàéäåì
ýòî óñêîðåíèå.
Ïóñòü òåëî çà âðåìÿ ∆t ïåðåìåñòèëîñü èç òî÷êè A â òî÷êó B.
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∆ϕ
∆ϕ

O

A −→v A

N

−→v B

B M−→v A

Ðèñ. 3.3: Öåíòðîñòðåìèòåëüíîå óñêîðåíèå

Ïî îïðåäåëåíèþ, óñêîðåíèå - ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè îò ïðîé-
äåííîãî ïóòè:

−→a = −→v ′(t) =
∆−→v
∆t

=
−→vB −−→vA

∆t
=

−−→
MN

∆t

Äëèíà äóãè, êîòîðóþ òåëî ïðîøëî çà âðåìÿ ∆t :

l∩AB = v ·∆t

Òàê êàê ïðîìåæóòîê âðåìåíè ∆t ìàë, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äëèíà äóãè
ðàâíà äëèíå õîðäû:

l∩AB = AB

Òîãäà çàìåòèì, ÷òî òðåóãîëüíèêè 4AOB è 4MBN ïîäîáíû (ðàâíî-
áåäðåííûå òðåóãîëüíèêè ñ îäèíàêîâûì óãëîì ìåæäó áîêîâûìè ñòîðîíà-
ìè), òîãäà

AB

MN
=
OB

BM
⇒ v∆t

a∆t
=
R

v

Îò ñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ìîäóëü óñêîðåíèÿ ðàâåí:

a =
v2

R
(3.8)

Òåïåðü îñòàëîñü îïðåäåëèòü íàïðàâëåíèå óñêîðåíèÿ. Ïðè ñòðåìëåíèå

âðåìåíè ∆t ê 0, óãîë ∆ϕ ñòðåìèòñÿ òîæå ê íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî
−−→
MN
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áóäåò ïåðïåíäèêóëÿðåí ñêîðîñòè −→v A, à òàê êàê
−−→
MN = −→a ∆t. À çíà÷èò,

ìãíîâåííîå óñêîðåíèå â ëþáîé ìîìåíò áóäåò ïåðïåíäèêóëÿðíî ñêîðîñòè,
òî åñòü íàïðàâëåííî ê öåíòðó îêðóæíîñòè. Èìåííî ïîýòîìó ýòî óñêîðå-
íèå íàçâàëè öåíòðîñòðåìèòåëüíûì èëè íîðìàëüíûì óñêîðåíèåì. Îáî-
çíà÷àòü åãî ìû áóäåò an èëè aö.

3.2.2 Çàêîí äâèæåíèÿ ïî îêðóæíîñòè

Òåïåðü ïîïûòàåìñÿ ïîëó÷èòü çàêîí äâèæåíèÿ ïî îêðóæíîñòè ϕ(t). Ïóñòü
ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà äâèãàëàñü ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñà R ñ ïîñòîÿííîé
ïî ìîäóëþ ñêîðîñòüþ v. Òîãäà çà âðåìÿ ∆t òåëî ïðåîäîëååò ïóòü :

l = v∆t (3.9)

Âñïîìèíàÿ ñâÿçü ìåæäó äëèíîé äóãè è èçìåíåíèåì óãëà (3.1), ìîæåì
çàïèñàòü íà êàêîé óãîë ïîâåðíåòñÿ ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà:

∆ϕ =
l

R
=
v

R
·∆t (3.10)

Îïðåäåëåíèå 3.4 Óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïðè �ðàâíîìåðíîì� äâèæåíèè ïî
îêðóæíîñòè - ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà, õàðàêòåðèçóþùàÿ áûñòðîòó ïå-
ðåìåùåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïî îêðóæíîñòè è ðàâíàÿ îòíîøåíèþ
óãëà ïîâîðîòà êî âðåìåíè çà êîòîðîå êîòîðîå áûë ñîâåðøåí ýòîò ïî-
âîðîò.

ω =
∆ϕ

∆t

Êàê âèäíî, ïðè �ðàâíîìåðíîì� äâèæåíèè ïî îêðóæíîñòè ýòî îòíîøåíèå
íå çàâèñèò îò âûáîðà ïðîìåæóòêà âðåìåíè ∆t. Òîãäà èç (3.10) äëÿ óãëî-
âîé ñêîðîñòè ïðè �ðàâíîìåðíîì� äâèæåíèè ïî îêðóæíîñòè ïîëó÷àåì:

ω =
v

r
(3.11)

Èç (3.10) è (3.11) , çàìåíèâ ∆ϕ íà ϕ(t)−ϕ0, à ∆t íà t− t0 , ïîëó÷àåì:

ϕ(t) = ϕ0 +
v

R
· (t− t0) = ϕ0 + ω · (t− t0) (3.12)

Ïîëó÷åííûé çàêîí äâèæåíèÿ ïî îêðóæíîñòè (3.12) êàæåòñÿ íàì òàêèì
æå ðîäíûì, êàê Åñåíèíó ðÿçàíñêèå ïðîñòîðû è áåëàÿ áåðåçêà. Íåóäè-
âèòåëüíî, âåäü ìû ïðàêòè÷åñêè åãî (2.6) âñòðå÷àëè ïðè èçó÷åíèè ÐÏÄ.
Ðàçíèöà ëèøü â òîì, ÷òî êîîðäèíàòà ìåíÿåòñÿ íà óãîë (óãîë ýòî òîæå
êîîðäèíàòà, íî íå äåêàðòîâà) à ñêîðîñòü íà óãëîâóþ ñêîðîñòü.
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X

Y

ϕ0

O

v

Ðèñ. 3.4: Äâèæåíèå ïî îêðóæíîñòè

Óïðàæíåíèå 3.1 Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà, ñâÿçûâàþùèå ν,
T , ω è an:

ν =
1

T
=

v

2πR
=

ω

2π

T =
2πR

v
=

2π

ω
=

1

ν

ω =
2π

T
= 2πν =

v

R

an =
v2

R
= ω2R = ωv

Â çàêëþ÷åíèå õî÷åòñÿ îòìåòèòü, ÷òî î÷åíü ïðîñòî ðàáîòàòü ñ óãëîâûìè
õàðàêòåðèñòèêàìè, åñëè ïðîñòî çíàòü ÷åìó ðàâíà äëèííà äóãè è óìåòü
áðàòü ïðîèçâîäíóþ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ìû çàïèøåì ñâÿçü äëèíû äóãè
ñ óãëîì l = ϕ ·R è âîçüìåì ïðîèçâîäíóþ, òî ïîëó÷èì:

l′ = ϕ′R

à âñïîìèíàÿ, ÷òî óãëîâàÿ ñêîðîñòü ýòî åñòü ïðîèçâîäíàÿ óãëà, ïîëó÷àåì:

v = ω ·R

3.3 �Ðàâíîóñêîðåííîå� äâèæåíèå ïî îêðóæ-
íîñòè

Äàëåêî íå ëþáîå äâèæåíèå ïî îêðóæíîñòè áóäåò �ðàâíîìåðíûì�, ïîýòîìó
íàì íåîáõîäèìî ââåñòè ïîíÿòèå ìãíîâåííîé óãëîâîé ñêîðîñòè ïî àíàëî-
ãèè ñ îáû÷íîé ìãíîâåííîé ñêîðîñòü (îïð. 2.14).
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Îïðåäåëåíèå 3.5 Ìãíîâåííàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü - ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷è-
íà, õàðàêòåðèçóþùàÿ áûñòðîòó ïåðåìåùåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïî
îêðóæíîñòè è ðàâíàÿ îòíîøåíèþ èçìåíåíèþ óãëà çà ìàëûé ïðîìåæó-
òîê âðåìåíè ê ýòîìó ïðîìåæóòêó âðåìåíè èëè ïðîñòî ïðîèçâîäíàÿ
óãëà ïî âðåìåíè:

ω(t) =
dϕ(t)

dt
= ϕ′(t)

Òåïåðü ïåðåéäåì ê �ðàâíîóñêîðåííîìó�, äâèæåíèþ ïî îêðóæíîñòè, òî
åñòü ñëó÷àþ, êîãäà ìîäóëü ñêîðîñòè áóäåò ìåíÿòüñÿ ðàâíîìåðíî.

Îïðåäåëåíèå 3.6 �Ðàâíîóñêîðåííîå�, äâèæåíèå ïî îêðóæíîñòè - ìî-
äåëü äâèæåíèÿ ïî îêðóæíîñòè ïðè êîòîðîé ìîäóëü ñêîðîñòè òåëà çà
ëþáûå ðàâíûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè ìåíÿåòñÿ íà ðàâíóþ âåëè÷èíó:

∀∆t :
∆v

∆t
= const

Ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðàçóìíûì ââåñòè ôèçè÷åñêóþ âåëè÷èíó îòâå÷àþùóþ çà
ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè.

Îïðåäåëåíèå 3.7 Òàíãåíöèàëüíîå (êàñàòåëüíîå) óñêîðåíèå - ÷àñòü
óñêîðåíèÿ, ñîíàïðàâëåííàÿ ñêîðîñòè, îòâå÷àþùàÿ çà èçìåíåíèå ìîäóëÿ
ñêîðîñòè.

aτ =
∆v

∆t

Îáîçíà÷àòü òàíãåíöèàëüíîå óñêîðåíèå ìû áóäåì aτ
Êñòàòè, äàòü îïðåäåëåíèå �ðàâíîóñêîðåííîìó�, äâèæåíèþ ïî îêðóæíîñòè
ìîæíî èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå ìãíîâåííîé óãëîâîé ñêîðîñòè:

Îïðåäåëåíèå 3.8 �Ðàâíîóñêîðåííîå�, äâèæåíèå ïî îêðóæíîñòè - ìî-
äåëü äâèæåíèÿ ïî îêðóæíîñòè ïðè êîòîðîé ìãíîâåííàÿ óãëîâàÿ ñêî-
ðîñòü òåëà çà ëþáûå ðàâíûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè ìåíÿåòñÿ íà ðàâíóþ
âåëè÷èíó:

∀∆t :
∆ω

∆t
= const

Îòìåòèì, ÷òî çäåñü ìû ïèøåì �ðàâíîóñêîðåííîå�, â êàâû÷êàõ, òàê êàê
ó ïîëíîãî óñêîðåíèÿ áóäåò ìåíÿòüñÿ êàê ìîäóëü òàê è íàïðàâëåíèå (ñì.
ïóíêò 3.3.2).

3.3.1 Çàêîí äâèæåíèÿ ïî îêðóæíîñòè

Òåïåðü ïîëó÷èì çàêîí äâèæåíèÿ ïî îêðóæíîñòè ϕ(t). Ïóñòü ìàòåðèàëü-
íàÿ òî÷êà äâèãàåòñÿ ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñà R ïðè ýòîì ìîäóëü ñêîðîñòè
ìåíÿëñÿ ðàâíîìåðíî, òî åñòü:

∆v

∆t
= aτ (3.13)
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Âñïîìèíàÿ ñâÿçü ìåæäó ëèíåéíîé è óãëîâûìè ñêîðîñòÿìè (3.10), ìîæåì
çàïèñàòü èçìåíåíèå óãëîâîé ñêîðîñòè:

∆ω =
∆v

R
=
aτ
R
·∆t (3.14)

Îïðåäåëåíèå 3.9 Óãëîâîå óñêîðåíèå - îòíîøåíèå èçìåíåíèÿ óãëîâîé
ñêîðîñòè êî âðåìåíè, çà ìàëûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè èëè ïðîñòî ïðî-
èçâîäíàÿ óãëîâîé ñêîðîñòè ïî âðåìåíè.

β =
dω(t)

dt
= ω′(t)

Âàæíî ïîíèìàòü, ÷òî çäåñü ìû ñðàçó äàëè îïðåäåëåíèå ìãíîâåííîìó óã-
ëîâîìó óñêîðåíèþ, íî ïðè �ðàâíîóñêîðåííîì� äâèæåíèè ïî îêðóæíîñòè
îíî áóäåò ïîñòîÿííûì:

β =
∆ω

∆t
=
aτ
R

(3.15)

Òîãäà èç (3.15) è îïðåäåëåíèÿ óãëîâîãî óñêîðåíèÿ (îïð. 3.9), çàìåíèâ ∆ω
íà ω(t) − ω0, à ∆t íà t − t0, ìîæåì ïîëó÷èòü çàêîí èçìåíåíèÿ óãëîâîé
ñêîðîñòè:

ω(t) = ω0 +
aτ
R
· (t− t0) = ω0 + β · (t− t0) (3.16)

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ìû ïîëó÷èëè ïîëíóþ àíàëîãèþ çàêîíó èçìåíåíèÿ
ñêîðîñòè ïðè ðàâíîóñêîðåííîì äâèæåíèå (2.18). Ïîýòîìó áåç ëèøíèõ âû-
êëàäîê ìîæåì ñðàçó çàïèñàòü çàêîí äâèæåíèÿ äëÿ ïî îêðóæíîñòè :

ϕ(t) = ϕ0 + ω(t− t0) +
β(t− t0)2

2
(3.17)

Íàïîìíèì, ÷òî âñå îïðåäåëåíèÿ î÷åíü ïðîñòî ñôîðìóëèðîâàòü íà ÿçûêå
ïðîèçâîäíûõ:

β = ω′ = ϕ′′ (3.18)

3.3.2 Ñâÿçü ìåæäó íîðìàëüíûì, òàíãåíöèàëüíûì è

ïîëíûì óñêîðåíèÿìè

Äî ñèõ ïîð ìû íå ãîâîðèëè ïîêà ïðî ïîëíîå óñêîðåíèå ïðè �ðàâíîóñêî-
ðåííîì� äâèæåíèè ïî îêðóæíîñòè, è îíî, î÷åâèäíî, ìåíÿåòñÿ (âîò ïî÷åìó
�ðàâíîóñêîðåííîå� â êàâû÷êàõ), òàê êàê öåíòðîñòðåìèòåëüíîå (íîðìàëü-
íîå) óñêîðåíèå çàâèñèò îò ñêîðîñòè. Òàê êàê òàíãåíöèàëüíîå óñêîðåíèå
ïåðïåíäèêóëÿðíî íîðìàëüíîìó, òî ïî ìîæåì çàïèñàòü:

−→a ïîëí = −→a n +−→a τ (3.19)
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a(t) =
√
a2
n + a2

τ (3.20)

Ïðè ýòîì ìîæíî ó÷åñòü, ÷òî:

an =
v2

R
=

(v0 + aτ(t− t0))2

R

Êàê ìû âèäèì ïðè �ðàâíîóñêîðåííîì�, äâèæåíèå ïî îêðóæíîñòè, ìîäóëü
òàíãåíöèàëüíîãî óñêîðåíèÿ ïîñòîÿíåí, íî ìîäóëü íîðìàëüíîãî óñêîðåíèÿ
èçìåíÿåòñÿ, ïîýòîìó ñóììàðíîå óñêîðåíèå −→a ïîëí áóäåò ìåíÿòüñÿ êàê ïî
íàïðàâëåíèþ òàê è ïî ìîäóëþ.

−→an

−→v −→aτ

−→a ïîëí

Ðèñ. 3.5: Óñêîðåíèÿ ïðè äâèæåíèè ïî îêðóæíîñòè

3.3.3 Ðàäèóñ êðèâèçíû òðàåêòîðèè

Êàê ìû ãîâîðèëè â íà÷àëå ãëàâû, ëþáîå äâèæåíèå â ìàëûé ìîìåíò âðå-
ìåíè ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê äâèæåíèå ïî îêðóæíîñòè êàêîãî-òî ðàäè-
óñà. Ýòîò ðàäèóñ íàçûâàåòñÿ ðàäèóñîì êðèâèçíû. Ðàäèóñ êðèâèçíû
ìîæíî çàïèñàòü ÷åðåç íîðìàëüíîå (öåíòðîñòðåìèòåëüíîãî) óñêîðåíèå:

Rêðèâ =
v2

an

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàäèóñà êðèâèçíû ìíå íóæíî çíàòü
ìîäóëü ñêîðîñòè, ìîäóëü ïîëíîãî óñêîðåíèÿ è óãîë ìåæäó íèìè (÷òî áû
íàéòè íîðìàëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ).

Óïðàæíåíèå 3.2 Íàéòè ðàäèóñ êðèâèçíû òðàåêòîðèè ïðè äâèæåíèè
ïîä óãëîì ê ãîðèçîíòó â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè.
Óêàçàíèå: íîðìàëüíîå óñêîðåíèå - ïðîåêöèÿ ïîëíîãî óñêîðåíèÿ íà ïåð-
ïåíäèêóëÿð ê ñêîðîñòè, à ïîëíîå óñêîðåíèå - óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäå-
íèÿ. Ïîëåçíàÿ èíôîðìàöèÿ ïðî ñêîðîñòü è óãëû â ïóíêòå (2.8.2).
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Ãëàâà 4

Äèíàìèêà ìàòåðèàëüíîé
òî÷êè

Äàëåêèå ìèëûå áûëè!..

Òîò îáðàç âî ìíå íå óãàñ.

Ìû âñå â ýòè ãîäû ëþáèëè,

Íî, çíà÷èò, Ëþáèëè è íàñ.

�Àííà Ñíåãèíà�, Ñåðãåé Åñåíèí

Äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ òåë íåîáõîäèìî íàó÷èòñÿ îáúÿñíÿòü ïðè-
÷èíû âîçíèêíîâåíèÿ äâèæåíèÿ è äëÿ ýòîãî ìû ïåðåéäåì ê èçó÷åíèþ
äèíàìèêè. Åùå íåñêîëüêî òûñÿ÷åëåòèé íàçàä ëþäè íà÷àëè çàäóìûâàòü-
ñÿ î ïðè÷èíå äâèæåíèÿ. Íàïðèìåð, Àðèñòîòåëü, æèâøèé â 4 âåêå äî í. ý.,
çàìåòèë. ÷òî äëÿ ñîõðàíåíèè ñêîðîñòè ê òåëó íåîáõîäèìî ïðèêëàäûâàòü
ñèëó. Êàê ìû çíàåì ñåé÷àñ, îí îøèáàëñÿ, òàê êàê ñ÷èòàë, ÷òî ïðèðîäà íå
òåðïèò ïóñòîòû, òî åñòü âñåãäà íàéäåòñÿ ÷òî-òî ìåøàþùåå äâèæåíèþ
÷àñòèö. È òîëüêî ìíîãî ñòîëåòèé ñïóñòÿ, Ãàëèëåé, æèâøèé íà óæå â 16
âåêå í.ý., îñîçíàë, ÷òî ñèëà íóæíà äëÿ èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè.

4.1 Çàêîíû Íüþòîíà

Âî âñåé äèíàìèêå íåò íè÷åãî áîëåå âàæíîãî, ÷åì çàêîíû Íüþòîíà. Âîç-
ìîæíî, âû íå ïîâåðèòå, íî ëþáóþ çàäà÷ó ìû ñìîæåì ðåøèòü àêêóðàòíî
èñïîëüçóþ çàêîíû Íüþòîíà. Ëþáîå ìåõàíè÷åñêîå ÿâëåíèå ìîæíî îáúÿñ-
íèòü ñ èõ ïîìîùüþ. Òåïåðü êîãäà âû áóäåòå ãîâîðèòü �î÷åâèäíî�, âû áó-
äåòå ïîäðàçóìåâàòü �èç çàêîíîâ Íüþòîíà�. Áóäåò íåïëîõî, åñëè â çàäà÷àõ
çàêîíû Íüþòîíà âàì çàìåíÿò èíòóèöèþ, çäðàâûé ñìûñë è ïð. Êîíå÷íî,
ìû íåìíîãî óòðèðóåì, íî ñëîæíî ïåðåîöåíèòü ðîëü çàêîíîâ Íüþòîíà.
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4.1.1 Ïðèíöèï îòíîñèòåëüíîñòè Ãàëèëåÿ

Ïûòàÿñü ðàçîáðàòüñÿ â ïðè÷èíàõ âîçíèêíîâåíèÿ äâèæåíèÿ, Ãàëèëåé ïðè-
øåë ê âûâîäó, ÷òî ñàìî ïîíÿòèå äâèæåíèÿ îòíîñèòåëüíî è ñôîðìóëèðî-
âàë ñëåäóþùèé ïðèíöèï. íèêàêèìè ìåõàíè÷åñêèìè îïûòàìè â òðþìå
êîðàáëÿ, äâèæóùåãîñÿ ðàâíîìåðíî è ïðÿìîëèíåéíî îòíîñèòåëüíî çåì-
ëè, íåëüçÿ îòëè÷èòü åãî îò ïîêîÿùåãîñÿ.

Îïðåäåëåíèå 4.1 Ïðèíöèï îòíîñèòåëüíîñòè Ãàëèëåÿ: íèêàêèì
ìåõàíè÷åñêèì îïûòîì íåëüçÿ îòëè÷èòü ïîêîÿùóþñÿ ÑÎ îò ñèñòåìû,
êîòîðàÿ äâèãàåòñÿ ðàâíîìåðíî è ïðÿìîëèíåéíî.

Äåéñòâèòåëüíî, äàæå áåññìûñëåííî ãîâîðèòü î òîì, ÷òî äàííîå òåëî
ïîêîèòñÿ èëè äâèæåòñÿ ðàâíîìåðíî, âåäü ìû íå ñêàçàëè îòíîñèòåëüíî
÷åãî. Âî ìíîãîì, îñíîâûâàÿñü íà ðàáîòàõ Ãàëèëåÿ, Íüþòîí è ñôîðìó-
ëèðîâàë ñâîè çíàìåíèòû çàêîíû. Íå ñëó÷àéíî, Íüþòîí ïèñàë â ïèñüìå
Ãóêó â 1626 ãîäó:
If I have seen further it is by standing on ye sholders of Giants.

4.1.2 Ïåðâûé çàêîí Íüþòîíà

Îïðåäåëåíèå 4.1 Ïåðâûé çàêîí Íüþòîíà: ñóùåñòâóþò ñèñòåìû
îòñ÷åòà, íàçûâàåìûå èíåðöèàëüíûìè (ÈÑÎ), â êîòîðûõ åñëè íà òå-
ëî íå âîçäåéñòâóþò äðóãèå òåëà èëè èõ âîçäåéñòâèå ñêîìïåíñèðîâàíî,
òî ýòî òåëî ïðîäîëæàåò ïîêîèòüñÿ èëè äâèæåòñÿ ïðÿìîëèíåéíî è
ðàâíîìåðíî.

Èç òàêîãî çàêîíà è îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî âñå èíåðöèàëüíûå ñèñòåìû
îòñ÷åòà èëè ïîêîÿòñÿ èëè ÐÏÄ îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà. Ñòîèò îòìå-
òèòü, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå èíåðöèàëüíîé ÑÎ îñòàåòñÿ ïîä âîïðîñîì, òàê
êàê Çåìëÿ äâèæåòñÿ ñ óñêîðåíèåì îòíîñèòåëüíî Ñîëíöà, Ñîëíöå îòíî-
ñèòåëüíî öåíòðà Íàøåé ãàëàêòèêè ... Îäíàêî, âñåãäà â çàäà÷àõ ìîæíî
âûáðàòü ÑÎ, êîòîðàÿ áóäåò â äîñòàòî÷íîé ìåðå èíåðöèàëüíîé. Íàïðè-
ìåð, êîãäà ìû ðàññìàòðèâàåì äâèæåíèå òåëà â ïîëå òÿæåñòè Çåìëè, òî
Çåìëþ ðàçóìíî ñ÷èòàòü èíåðöèàëüíîé ÑÎ. Èñïîëüçóþ ïîíÿòèå èíåðöè-
àëüíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà ìû ìîæåì èíà÷å ñôîðìóëèðîâàòü ïðèíöèï îò-
íîñèòåëüíîñòè Ãàëèëåÿ:

Îïðåäåëåíèå 4.2 Ïðèíöèï îòíîñèòåëüíîñòè Ãàëèëåÿ: âî âñåõ
ÈÑÎ çàêîíû ìåõàíèêè èìåþò îäèíàêîâûé âèä.

4.1.3 Âòîðîé çàêîí Íüþòîíà

Îñíîâíûì ïîíÿòèåì â äèíàìèêå áóäåò âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó òåëàìè,
ïîýòîìó íàì íóæíî íàó÷èòüñÿ êîëè÷åñòâåííî èçìåðÿòü âçàèìîäåéñòâèå
(èëè âîçäåéñòâèå) ìåæäó òåëàìè.
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Îïðåäåëåíèå 4.2 Ñèëà - ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà, ÿâëÿþùàÿñÿ ìåðîé
âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ òåë.

Ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå àáñîëþòíî áåñïîëåçíî, íî îíî
ïîçâîëÿåò íàì óäà÷íî ñâÿçàòü ñèëó ñ äðóãèìè ôèçè÷åñêèìè âåëè÷èíà-
ìè. Äëÿ ýòîãî äàâàéòå âñïîìíèì íåêîòîðûå èç íèõ è ïîñòàðàåìñÿ èõ íå
ïóòàòü äðóã ñ äðóãîì:

Îïðåäåëåíèå 4.3 Èíåðòíîñòü - ñïîñîáíîñòü òåëà ñîïðîòèâëÿòüñÿ
âíåøíåìó âîçäåéñòâèþ.

Îïðåäåëåíèå 4.4 Èíåðöèÿ - ñïîñîáíîñòü òåëà ïðîäîëæàòü äâèæå-
íèå ïðè îòñóòñòâèè âíåøíèõ ñèë.

Îïðåäåëåíèå 4.5 Ìàññà - ìåðà èíåðòíîñòè òåëà.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî çäåñü èìååòñÿ â âèäó èíåðòíàÿ ìàññà, êîòîðóþ ìû
áóäåì èìåòü â âèäó ïî óìîë÷àíèþ.

Îïðåäåëåíèå 4.3 Âòîðîé çàêîí Íüþòîíà: â ÈÑÎ (èíåðöèàëüíîé
ñèñòåìå îòñ÷åòà) óñêîðåíèå ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíî ñóììå ñèë, äåé-
ñòâóþùèõ íà òåëî, è îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî ìàññå òåëà.

−→a =

∑n
i=1

−→
F i

m
(4.1)

Ïîëó÷èì ðàçìåðíîñòü ñèëû:

[F ] = Í =
êã · ì
ñ2

(4.2)

Â ïðîåêöèè íà îñè âòîðîé çàêîí Íüþòîíà (2ÇÍ) ìîæíî çàïèñàòü:

ax =

∑n
i=1

−→
F ix

m
; ay =

∑n
i=1

−→
F iy

m
; az =

∑n
i=1

−→
F iz

m
(4.3)

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ñèëà ýòî âåêòîðíàÿ ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà è íà-
÷àëî âåêòîðà ìû áóäåì íàçûâàòü òî÷êîé ïðèëîæåíèÿ ñèëû. Òàê êàê
â ýòîé ãëàâå ìû áóäåì èçó÷àòü òîëüêî ìàòåðèàëüíûå òî÷êè, òî íàì íå
ïðèíöèïèàëüíî ê êàêîé òî÷êå òåëà áóäåò ïðèëîæåíà ñèëà.
Çàáåãàÿ âïåðåä, ìû ìîæåì ïîêàçàòü êàê áóäåò îòëè÷àòüñÿ òèï äâèæå-
íèÿ, â çàâèñèìîñòè îò òî÷êè ïðèëîæåíèÿ ñèëû.. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ:
â ïåðâîì, ñèëû ïðèëîæåíû ê ðàçíûì êðàÿì òåëà, êàê ïîêàçàíî íà ðè-
ñóíêå, à âî âòîðîì - îáå ñèëû ê îäíîé òî÷êå.
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F1

F1

F2

F2

|F1| = |F2|

âðàùåíèå
∑−→

F = 0 ðàâíîâåñèå
∑−→

F = 0

Ðèñ. 4.1: Òî÷êè ïðèëîæåíèÿ ñèë

4.1.4 Òðåòèé çàêîí Íüþòîíà

Êàê ìû óæå îòìå÷àëè, ñèëà ýòî ìåðà âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó òåëàìè,
ïîýòîìó ñëåäóþùèé çàêîí íàïðàøèâàåòñÿ ñàì ïî ñåáå.

Îïðåäåëåíèå 4.4 Òðåòèé çàêîí Íüþòîíà - äâà òåëà (ìàòåðèàëü-
íûå òî÷êè) âçàèìîäåéñòâóþò äðóã ñ äðóãîì ñèëàìè, ðàâíûìè ïî ìîäó-
ëþ è ïðîòèâîïîëîæíûìè ïî íàïðàâëåíèþ. Ýòè ñèëû èìåþò îäèíàêî-
âóþ ïðèðîäó è íàïðàâëåíû âäîëü îäíîé ïðÿìîé.

Ñðàçó ìîæåò âîçíèêíóòü âîïðîñ î êàêîé ïðèðîäå èäåò ðå÷ü? Ïîêà íå
âäàâàÿñü â ïîäðîáíîñòè, ñêàæåì, ÷òî ïðèíÿòî âûäåëÿòü ÷åòûðå ïðèðîäû
ñèë â ñîîòâåòñòâèå ñ ÷åòûðüìÿ ôóíäàìåíòàëüíûìè âçàèìîäåéñòâèÿìè:

• Ãðàâèòàöèîííîå

• Ýëåêòðîìàãíèòíîå

• Ñëàáîå

• Ñèëüíîå

Ïîäðîáíåå î ïðèðîäå ñèë ìû áóäåì ãîâîðèòü êîãäà áóäåì èçó÷àòü ðàç-
ëè÷íûå ñèëû.

Ïðèìåð 4.1 Èç 3ÇÍ ñëåäóåò, ÷òî Çåìëÿ äåéñòâóåò íà Ñîëíöå ñ òà-
êîé æå ñèëîé ñ êàêîé Ñîëíöå äåéñòâóåò íà Çåìëþ. Ïî÷åìó æå ìû
ãîâîðèì, ÷òî Çåìëÿ âðàùàåòñÿ âîêðóã Ñîëíöà, à íå íàîáîðîò? Â äåëî â
òîì, ÷òî ìàññà Ñîëíöà ìíîãî áîëüøå ìàññû Çåìëè, à èç ýòîãî ñëåäóåò,
÷òî ó Ñîëíöà êóäà ìåíüøåå óñêîðåíèå ÷åì ó Çåìëè è Ñîëíöå ÿâëÿåòñÿ
áîëåå èíåðöèàëüíîé ÑÎ ÷åì Çåìëÿ. Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ ñ ïàäåíèåì
òåëà â ïîëå òÿæåñòè Çåìëè. Ìû âåäü íå ãîâîðèì, ÷òî Çåìëÿ óïàëà
íà ÿáëîêî?)

48



4.2. ÇÀÊÎÍ ÂÑÅÌÈÐÍÎÃÎ ÒßÃÎÒÅÍÈß

4.2 Çàêîí âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ

Ñàìûì ÷àñòî âñòðå÷àåìûì âçàèìîäåéñòâèåì â ïîâñåäíåâíîé æèçíè, áåç-
óñëîâíî, ÿâëÿåòñÿ ãðàâèòàöèîííîå âçàèìîäåéñòâèå, ñ êîòîðûì ìû ñòàë-
êèâàåìñÿ ÷óòü-ëè íå êàæäûé äåíü. Ãðàâèòàöèîííîå âçàèìîäåéñòâèå âçàè-
ìîäåéñòâèå ñóùåñòâóåò ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ òåëàìè, íî, êîíå÷íî, áóäåò
çàâèñåòü îò ðàññòîÿíèÿ, ïîýòîìó è ìû è íå âñåãäà áóäåì åãî ÷óâñòâîâàòü
è ó÷èòûâàòü.

4.2.1 Çàêîíû Êåïëåðà

Ñ åùå äàâíèõ âðåìåí ëþäè ñìîòðåëè íà íåáî è íàáëþäàëè çà äâèæåíèåì
çâåçä, ïëàíåò è êîìåò. Ýòè íàáëþäåíèÿ ñòàëè ïîòðÿñàþùåé ýêñïåðèìåí-
òàëüíîé áàçîé äëÿ èçó÷åíèÿ ôèçèêè. Îñíîâûâàÿñü íà ýòèõ íàáëþäåíèÿõ
óäàëîñü ñôîðìóëèðîâàòü ðÿä çàêîíîâ.

Îïðåäåëåíèå 4.5 Ïåðâûé çàêîí Êåïëåðà - êàæäàÿ ïëàíåòà (êîìå-
òà) âðàùàåòñÿ ïî ýëëèïñó. â îäíîì èç ôîêóñîâ êîòîðîãî íàõîäèòñÿ
Ñîëíöå.

Îïðåäåëåíèå 4.6 Âòîðîé çàêîí Êåïëåðà - êàæäàÿ ïëàíåòà äâè-
æåòñÿ â ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð Ñîëíöà, ïðè÷åì ðàäèóñ-
âåêòîð, ñîåäèíÿþùèé Ñîëíöå è ïëàíåòó, çà ðàâíûå ïðîìåæóòêè âðå-
ìåíè îïèñûâàåò ðàâíóþ ïëîùàäü.

S1

S2

F1 F2

Ðèñ. 4.2: Âòîðîé çàêîí Êåïëåðà

Äëÿ óäîáñòâà, ââåäåì íîâîå ïîíÿòèå.

Îïðåäåëåíèå 4.6 Ñåêòîðíàÿ ñêîðîñòü - îòíîøåíèå ïëîùàäè çàìåòà-
åìîé ðàäèóñ-âåêòîðîì çà ìàëûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè, ê ýòîìó ïðîìå-
æóòêó âðåìåíè - ∆S

∆t

Òîãäà, âòîðîé Çàêîí Êåïëåðà îçíà÷àåò ïîñòîÿíñòâî ñåêòîðíîé ñêîðîñòè:

∆S

∆t
= const (4.4)
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Òåîðåìà 4.1 Òðåòèé çàêîí Êåïëåðà - êâàäðàòû ïåðèîäîâ îáðàùåíèÿ
ïëàíåò âîêðóã Ñîëíöà îòíîñÿòñÿ êàê êóáû áîëüøèõ ïîëóîñåé èõ îð-
áèò.

T 2
1

T 2
2

=
a3

1

a3
2

(4.5)

èëè

T 2

a3
= const (4.6)

Íóæíî çàìåòèòü, ÷òî äàííûå óòâåðæäåíèÿ òàêæå âåðíû äëÿ ñïóòíè-
êîâ, òîëüêî â ðîëè Ñîëíöà âûñòóïàåò óæå ïëàíåòà.
Çàêîíû Êåïëåðà áûëè ïîëó÷åíû ýêñïåðèìåíòàëüíî, â äàëüíåéøåì ìû
ïîñòàðàåìñÿ âûâåñòè èõ èç áîëåå ôóíäàìåíòàëüíûõ çàêîíîâ, òàêèõ êàê
çàêîí âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ (ïðèìåð 4.2) è çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà
èìïóëüñà (ðàçäåë 8.5).

4.2.2 Çàêîí âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ.

Ðàçóìíî áûëî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó òåëàìè
óáûâàåò ñ âîçðàñòàíèåì ðàññòîÿíèÿ ìåäó íèìè. Ïåðâûì áîëåå òî÷íóþ
çàêîíîìåðíîñòü óñòàíîâèë Ãóê, îí çàìåòèë, ÷òî ñèëà, ñ êîòîðîé äâà òåëà
ïðèòÿãèâàþòñÿ äðóã ê äðóãó, îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó ðàññòî-
ÿíèÿ ìåæäó íèìè.

F ∼ 1

r2

×óòü ïîçæå Íüþòîí äîïîëíèë ôîðìóëó: îí çàìåòèë, ÷òî ñèëà ïðèòÿæå-
íèÿ òàê æå ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíî çàâèñèò îò ìàññû òåë.

F ∼ m1m2

r2

Â èòîãå çàêîí âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ ïðèîáðåë âñåì íàì çíàêîìûé âèä:

Îïðåäåëåíèå 4.7 Çàêîí âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ - ëþáûå äâà òåëà, ïðè-
òÿãèâàþòñÿ äðóã ê äðóãó ñ ñèëîé ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíîé ê ìàññå òåë
è îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíîé ê êâàäðàòó ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè.

F = G
m1m2

R2
(4.7)

ãäå G = 6.67 · 10−11Í ì2

êã2 - ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Ìîæíî çàïèñàòü çàêîí âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ â âåêòîðíîì âèäå:

−→
F 1 íà 2 = G

m1m2

|−→r1 −−→r2 |3
· (−→r1 −−→r2 ) (4.8)
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ãäå −→r1
−→r2 - ðàäèóñ-âåêòîðà äâóõ òåë.

Îòìåòèì, ÷òî ìàññà ôèãóðèðóþùàÿ â çàêîíå âñåìåðíîãî òÿãîòåíèÿ íà-
çûâàåòñÿ ãðàâèòàöèîííîé . Â áîëüøèíñòâå ñîâðåìåííûõ òåîðèé ãðàâè-
òàöèîííàÿ ìàññà è èíåðòíàÿ ðàâíû äðóã äðóãó (à íà ýêñïåðèìåíòå íå
óäàåòñÿ èçìåðèòü ðàçíèöó), ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ìû áóäåò ïðîñòî ïè-
ñàòü �ìàññà� áåç óòî÷íåíèÿ.

4.2.3 Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ

Áåçóñëîâíî, ñàìûì ÷àñòî âñòðå÷àåìûì ñëó÷àåì âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ
ÿâëÿåòñÿ äâèæåíèå â ïîëå òÿæåñòè Çåìëè.
Ðàññìîòðèì òåëî ìàññû m, íàõîäÿùååñÿ íà ðàññòîÿíèå h îò ïîâåðõíîñòè
Çåìëè (èëè óðîâåíü ìîðÿ).

Rç

M

m

r

Ðèñ. 4.3: Ñèëà òÿæåñòè

Fòÿæ = G
mM

(Rç + h)2
(4.9)

Òàê êàê ðàññòîÿíèå îò óðîâíÿ ìîðÿ äî ÷åëîâåêà ïðåíåáðåæèìî ìàëî
ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàäèóñîì Çåìëè (Rç = 6370 êì), òî ìîæíî çàïèñàòü:

Fòÿæ = G
mM

R2
ç

= mg, (4.10)

g =
GM

R2
ç

= 9.8
ì

ñ
. (4.11)

Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷èëè ñâÿçü ìåæäó óñêîðåíèåì ñâîáîäíîãî
ïàäåíèÿ è ãðàâèòàöèîííîé ïîñòîÿííîé. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü
óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ íà áîëüøèõ âûñîòàõ, êîãäà âûñîòà h óæå
ñðàâíèìà ñ ðàäèóñîì Çåìëè Rç.

g(h) =
GM

(Rç + h)2
(4.12)
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4.2.4 Ñèëà ïðèòÿæåíèå âíóòðè Çåìëè

Êóäà èíòåðåñíåå îáñòîÿò äåëà åñëè ìû çàðûâàåìñÿ â çåìëþ. Ñ îäíîé
ñòîðîíû, ìû ñòàíîâèìñÿ áëèæå ê öåíòðó, íî ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÷àñòü
Çåìëè ïåðåñòàåò ïðèòÿãèâàòü.

Òåîðåìà 4.2 Òåîðåìà Ãàóññà: ãðàâèòàöèîííîå ïîëå âíóòðè îäíîðîä-
íîé ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè ðàâíî íóëþ.

Òî åñòü åñëè ìû ïîãðóçèìñÿ ïîä Çåìëþ, âíåøíèå ñëîè çåìëè íå áóäóò
âëèÿòü íà ãðàâèòàöèîííîå ïîëå. Ïî ñóòè ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ñèëà, äåé-
ñòâóþùàÿ ñî ñòîðîíû âíåøíåãî áëèæíåãî ñëîÿ êîìïåíñèðóåò ñèëó ñî
ñòîðîíû âíåøíåãî äàëüíåãî ñëîÿ. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ìû ïðè-
âîäèòü íå áóäåì, à ëèøü ñêàæåì, ÷òî îíà äîêàçûâàåòñÿ â ëþáîì ó÷åáíèêå
ýëåêòðîñòàòèêè [2].

F1

F2

Ðèñ. 4.4: Ãðàâèòàöèÿ âíóòðè ñôåðû

Íî ìû ìîæåì ïîïûòàòüñÿ îáúÿñíèòü íà ïàëüöàõ. Êàê âèäíî èç êàð-
òèíêè, ìàññà äàëüíåãî ñëîÿ áîëüøå, ïðè÷åì ìàññà ðàñòåò àíàëîãè÷íî
îáúåìó øàðîâîìó ñëîþ, òî åñòü ïðîïîðöèîíàëüíî êâàäðàòó ðàäèóñà. À
ñèëà ïðèòÿæåíèÿ óáûâàåò ïðîïîðöèîíàëüíî êâàäðàòó ðàäèóñà. Èç ÷åãî
ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ñèëà ïðèòÿæåíèÿ áëèæíåãî ñëîÿ áóäåò ñêîì-
ïåíñèðîâàíà ñèëîé ïðèòÿæåíèÿ äàëüíåãî ñëîÿ.

F1

F2
∼ m1/R

2
1

m2/R2
2

(4.13)

⇒
∑−→

F = 0 (4.14)

Ïðè r > R, ñèëà ïðèòÿæåíèÿ çàâèñèò òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðà
Çåìëè:

F (r) = G
mM(r)

r2
(4.15)
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Ïðè �ïîãðóæåíèè ïîä Çåìëþ�, òî åñòü r < R, ìåíÿåòñÿ è ìàññà Çåìëè,
êîòîðàÿ äåéñòâóåò íà òåëî (çäåñü ìû ñ÷èòàåì ïëîòíîñòü Çåìëè ρ ïîñòî-
ÿííîé):

m(r) = ρ
4

3
πr3.

⇒ F (r) =
4Gρπr3m

3r2
=

4

3
Gρmπr (4.16)

Èëè ìîæåì ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ óñêîðåíèÿ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ ïîä
çåìëåé:

g(r) =
4Gρπr3

3r2
=

4

3
Gρπr (4.17)

Òàêèì îáðàçîì âíóòðè Çåìëè ñèëà òÿæåñòè (è óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïà-
äàíèÿ) çàâèñèò ëèíåéíî îò ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðà, à ñíàðóæè óáûâàåò
îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî r2.

4.2.5 Äâèæåíèå ïî êðóãîâîé îðáèòå

M
Fòÿæ

v

Ðèñ. 4.5: Äâèæåíèå âîêðóã Çåìëè

Ðàññìîòðèì òåëî, âðàùàþùååñÿ âîêðóã Çåìëè è âûÿñíèì êàêàÿ äîëæ-
íà áûòü ñêîðîñòü òåëà, ÷òî áû îíî ìîãëî âðàùàòüñÿ âîêðóã Çåìëè ïî
îðáèòå ðàäèóñà R. Çàøèïèì äëÿ íåãî âòîðîé çàêîí Íüþòîíà.

−→
F òÿæ = m−→a

Òàê òàê òåëî äâèæåòñÿ ïî îêðóæíîñòè ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ, òî
a = v2

R . Îáðàòèòå âíèìàíèå, ñèëà òÿæåñòè èçìåíÿåò òîëüêî íàïðàâëåíèå
ñêîðîñòè. Òîãäà 2ÇÍ ïðèìåò âèä:

mv2

R
= G

Mm

R2
(4.18)

53



ÃËÀÂÀ 4. ÄÈÍÀÌÈÊÀ ÌÀÒÅÐÈÀËÜÍÎÉ ÒÎ×ÊÈ

Îòñþäà íàõîäèì ñêîðîñòü òåëà, âðàùàþùåãî ïî îðáèòå ðàäèóñà R:

v =

√
GM

R
(4.19)

Îñîáóþ ðîëü èãðàåò îêîëîçåìíàÿ îðáèòà, òî åñòü îðáèòà ïðîõîäÿùàÿ
ïðàêòè÷åñêè ó ïîâåðõíîñòè Çåìëè (R ≈ Rç).

Îïðåäåëåíèå 4.7 Ïåðâàÿ êîñìè÷åñêàÿ ñêîðîñòü - ñêîðîñòü, êîòîðóþ
íóæíî ñîîáùèòü òåëó, ÷òîáû îíî âðàùàëîñü âîêðóã Çåìëè ïî îêîëî-
çåìíîé îðáèòå.

Òàêèì îáðàçîì äëÿ íàõîæäåíèÿ ïåðâîé êîñìè÷åñêîé ñêîðîñòè ìû äîëæ-
íû ïðèíÿòü ðàäèóñ îðáèòû ðàâíûé ðàäèóñó Çåìëè è òîãäà ïîëó÷èì:

v1 êîñì =

√
GM

Rç
=
√
gRç = 7, 8

êì

ñ
(4.20)

Îäíàêî, íóæíî ïîíèìàòü, ÷òî íå âñå îðáèòû ÿâëÿþòñÿ îêîëîçåìíûìè
îäíèì èç âàæíåéøèõ ïðèìåðîâ ÿâëÿåòñÿ ãåîñòàöèîíàðíàÿ îðáèòà.

Îïðåäåëåíèå 4.8 Ãåîñòàöèîíàðíàÿ îðáèòà - êðóãîâàÿ îðáèòà, ðàñïî-
ëîæåííàÿ íàä ýêâàòîðîì Çåìëè (0◦ øèðîòû), íàõîäÿñü íà êîòîðîé,
èñêóññòâåííûé ñïóòíèê îáðàùàåòñÿ âîêðóã ïëàíåòû ñ óãëîâîé ñêîðî-
ñòüþ, ðàâíîé óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ Çåìëè âîêðóã îñè.

Óïðàæíåíèå 4.1 Íàéäèòå ðàäèóñ ãåîñòàöèîíàðíîé îðáèòû.

Ïðèìåð 4.2 Äîêàçàòü òðåòèé çàêîí Êåïëåðà (òåîðåìà 4.1) äëÿ êðó-
ãîâûõ îðáèò.

Ïóñòü îðáèòà èìååò ðàäèóñ R (à çíà÷èò è áîëüøàÿ ïîëóîñü îðáèòû),

òîãäà ñîãëàñíî (4.19) ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ïî îðáèòå áóäåò v =
√

GM
R . Äëÿ

ïåðèîäà îáðàùåíèÿ èìååì:

T =
2πR

v
=

√
2π2R3

GM
(4.21)

Îñòàëîñü òîëüêî ïîñ÷èòàòü èíòåðåñóþùåå íàñ îòíîøåíèå:

R3

T 2
=
R3GM

2π2R3
=
GM

2π2
(4.22)

Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷èëè, ÷òî îòíîøåíèå êóáà áîëüøîé ïîëóîñè îð-
áèòû (äëÿ êðóãîâîé îðáèòû ýòî ïðîñòî ðàäèóñ) ê êâàäðàòó ïåðèîäà îá-
ðàùåíèÿ çàâèñèò òîëüêî îò ìàññû îáúåêòà âîêðóã êîòîðîãî ïðîèñõîäèò
âðàùåíèå î ÷åì è ãëàñèò òðåòèé çàêîí Êåïëåðà. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî
ýòî îòíîøåíèå îäèíàêîâî äëÿ âñåõ òåë âðàùàþùèõñÿ âîêðóã îäíîãî è
òîãî æå òåëà.
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4.3 Ñèëà óïðóãîñòè

Òåïåðü ìû ìîæåì ïðèñòóïèòü ê ðàññìîòðåíèþ âçàèìîäåéñòâèÿ òåë, êîòî-
ðûå íåïîñðåäñòâåííî êîíòàêòèðóþò äðóã ñ äðóãîì. Ïðèðîäà âñåõ òàêèõ
ñèë áóäåò ýëåêòðîìàãíèòíàÿ, òàêàÿ ñèëà âîçíèêàåò èç-çà âçàèìîäåéñòâèÿ
ìîëåêóë è àòîìîâ. Êàê âû ìîãëè çàìå÷àòü, çà÷àñòóþ òàêîé êîíòàêò ïðè-
âîäèò ê äåôîðìàöèè òåë.

Îïðåäåëåíèå 4.9 Äåôîðìàöèÿ - ïðîöåññ èçìåíåíèÿ ôîðìû èëè ñòðóê-
òóðû òåëà, ñâÿçàííûé äâèæåíèåì ÷àñòèö îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà.

Îïðåäåëåíèå 4.10 Ñèëà óïðóãîñòè - ñèëà âîçíèêàþùàÿ ïðè äåôîðìà-
öèè òâåðäîãî òåëà è íàïðàâëåííàÿ â ñòîðîíó, ïðîòèâîïîëîæíóþ ïåðå-
ìåùåíèþ ÷àñòèö òåëà ïðè äåôîðìàöèè.

Äëÿ ïðîñòîòû ïîâåñòâîâàíèÿ ìû áóäåì èçó÷àòü òîëüêî ðàñòÿæåíèå è
ñæàòèå òâåðäîãî òåëà. Æåëàþùèå èçó÷èòü êðó÷åíèå, èçãèá, è ñäâèã ìî-
ãóò ìîãóò îáðàòèòüñÿ ê äîïîëíèòåëüíîé ëèòåðàòóðå [5] èëè [6].

4.3.1 Ìîäóëü Þíãà

Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíîå òåëî (íàïðèìåð, ðåçèíêó) ïëîùàäüþ ïîïå-
ðå÷íîãî ñå÷åíèÿ S è äëèíîé â íåäåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè l0, à â äå-
ôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè l. Äëÿ îïèñàíèÿ äåôîðìàöèè ââåäåì íåñêîëü-
êî ïîíÿòèé.

∆l = l − l0 − àáñîëþòíàÿ äåôîðìàöèÿ, (4.23)

ε =
|∆l|
l0
− îòíîñèòåëüíàÿ äåôîðìàöèÿ. (4.24)

Êà÷åñòâåííî ìîæåì óñòàíîâèòü, ÷òî óäëèíåíèå ðåçèíêè ïðÿìîïðîïîð-

F
l0

l

Ðèñ. 4.6: Óäëèíåíèå ñòðåæíÿ
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öèîíàëüíî âíåøíåé ñèëå, äëèíå ðåçèíêè è îáðàòíîïðîïîðöèîíàëüíî ïëî-
ùàäè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ.

∆l ∼ F
l0
S

Êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè çàâèñèò îò ñâîéñòâ ìàòåðèàëà è íà-
çûâàåòñÿ ìîäóëü Þíãà:

E =
F
S
∆l
l

(4.25)

Âåëè÷èíà ðàâíàÿ F
S íàçûâàåòñÿ íàïðÿæåíèåì, õîòÿ ïî ñìûñëó îçíà÷àåò

äàâëåíèå îêàçûâàåìîå íà ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå. Åãî ìû áóäåò îáîçíà÷àòü
σ. Òîãäà èç (4.25) ìîæåì ïîëó÷èòü:

σ = Eε (4.26)

Ýòî âûðàæåíèå íàçûâàåòñÿ çàêîíîì Ãóêà â äèôôåðåíöèàëüíîé
ôîðìå. Íóæíî îòìåòèòü, ÷òî ìû òîëüêî ãîâîðèì ïðî ìàëûå äåôîðìà-
öèè, â ñëó÷àå áîëüøèõ äåôîðìàöèÿ íå áóäåò òàêîãî ëèíåéíîãî çàêîíà è
ïðî íèõ ìîæíî ïðî÷èòàòü â [5] èëè [6].

S

l0

Ðèñ. 4.7: Ðåçèíêà

4.3.2 Çàêîí Ãóêà

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷àñòî íàñ èíòåðåñóåò òîëüêî ñâÿçü ìåæäó óäëèíåíèåì
ïðóæèíêè (ðåçèíêè) è âíåøíåé ñèëîé. Âûðàçèì èç (4.26) ñèëó óïðóãîñòè
(à òî÷íåå åå ìîäóëü):

F =
ES

l
∆l (4.27)

Òîãäà ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü â âèäå:

F = k∆l (4.28)

ãäå [k] = Í
ì - êîýôôèöèåíò æåñòêîñòè õàðàêòåðèçóåò óïðóãèå ñâîéñòâà

êîíêðåòíîãî òåëà (à íå ìàòåðèàëà êàê ìîäóëü Þíãà).
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α

F

∆l

k = tgα

Ðèñ. 4.8: Ãðàôèê çàâèñèìîñòü óäëèíåíèÿ îò ñèëû

4.3.3 Êîîðäèíàòíàÿ çàïèñü çàêîíà Ãóêà

Î÷åíü âàæíî ïðè çàïèñè çàêîíà Ãóêà íå ïóòàòüñÿ â íàïðàâëåíèå ñèëû
óïðóãîñòè. Äëÿ ýòîãî íàñòîÿòåëüíî ðåêîìåíäóåì ïîëüçîâàòüñÿ êîîðäè-
íàòíîé çàïèñüþ çàêîíà Ãóêà. Ñèëà óïðóãîñòè, äåéñòâóþùàÿ íà ãðóçèê

0 X

k
F

x

Ðèñ. 4.9: Ãðóçèê íà ïðóæèíêå

ñî ñòîðîíû ïðóæèíêè íàïðàâëåíà â ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó ê äåôîð-
ìàöèè (êàê è âñå ñèëû óïðóãîñòè)

Fx = −kx (4.29)

4.3.4 Ñîåäèíåíèå ïðóæèíîê

×àñòî â çàäà÷àõ èëè â ðåàëüíîé æèçíè âñòðå÷àþòñÿ ñîåäèíåííûå ïðó-
æèíêè è î÷åíü óäîáíî áûâàåò èõ çàìåíèòü íà îäíó ýêâèâàëåíòíóþ. Ïðó-
æèíêà áóäåò ýêâèâàëåíòíîé, åñëè îíà ïðè òîé æå âíåøíåé ñèëå ðàñòÿ-
íåòñÿ íà òàêóþ æå âåëè÷èíó.
à) Ïàðàëëåëüíîå ñîåäèíåíèå ïðóæèíîê. Ïðè ïàðàëëåëüíîì ñîåäèíåíèå
ïðóæèíîê ó íèõ îäèíàêîâîå óäëèíåíèå, à ñèëû óïðóãîñòè ñêëàäûâàþò-
ñÿ, ïîýòîìó ìîæåì çàïèñàòü:

F = k1∆x+ k2∆x = k∆x
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k1

F
k2

F
k

∼

∆x ∆x

Ðèñ. 4.10: Ïàðàëëåëüíîå ñîåäèíåíèå ïðóæèíîê

Òîãäà äëÿ ýêâèâàëåíòíîé ïðóæèíêè ïîëó÷àåì æåñòêîñòü:

k = k1 + k2 (4.30)

Äåéñòâèòåëüíî, æèçíåííûé îïûò ïîäñêàçûâàåò, ÷òî äîáàâëåíèå ïðóæèí
óñèëèâàåò ïîäâåñêó àâòîìîáèëÿ.

á) Ïîñëåäîâàòåëüíîå ñîåäèíåíèå ïðóæèíîê. Ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì
ñîåäèíåíèè ñèëà óïðóãîñòè, âîçíèêàþùàÿ â ïðóæèíêàõ, îäèíàêîâàÿ òàê
êàê ïðóæèíêè ìû ñ÷èòàåì íåâåñîìûìè, à óäëèíåíèÿ ñêëàäûâàþòñÿ.

k1 k2 k
∼

∆x∆x
F F

Ðèñ. 4.11: Ïîñëåäîâàòåëüíîå ñîåäèíåíèå ïðóæèíîê

k1∆x1 = F ; k2∆x2 = F

∆xèçì = ∆x1 + ∆x2

F

k
=
F

k1
+
F

k2

Òàê êàê ïðèëàãàåìàÿ ñèëà îäèíàêîâàÿ, òî ïðè ñîêðàùåíèè F ïîëó÷à-
åì:

1

k
=

1

k1
+

1

k2
(4.31)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì ñîåäèíåíèå ïðóæèíîê æåñòêîñòü
óìåíüøàåòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ðàñòÿãèâàòü äëèííóþ ïðóæèíêó êóäà ïðî-
ùå ÷åì êîðîòêóþ.
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a

g
X

k

m

mg

Fóïð

Ðèñ. 4.12: Ãðóçèê íà ïðóæèíêå âíóòðè ëèôòà

Ïðèìåð 4.3 Ãðóçèê ìàññû m âèñèò íà íà ïðóæèíêå æåñòêîñòè k
â ëèôòå, êîòîðûé åäåò ââåðõ ñ óñêîðåíèåì a. Íàéäèòå ðàñòÿæåíèå
ïðóæèíêè ∆x

Çàïèøåì âòîðîé çàêîí Íüþòîíà:

m−→a = m−→g +
−→
F óïð

Ñïðîåöèðóåì íà îñü X:

ma = −mg + k∆x

⇒ ∆x =
m(g + a)

k

4.4 Ñèëû ðåàêöèè îïîðû è ïîäâåñà

Çà÷àñòóþ êîíòàêò äâóõ òåë íå ïðèâîäèò ê äåôîðìàöèè, èëè åñëè áûòü
òî÷íåå, ìû ïðåíåáðåãàåì ýòèìè äåôîðìàöèÿìè. Òîãäà ãîâîðèì, ÷òî òåëà
àáñîëþòíî òâåðäûå, æåñòêèå, íåðàñòÿæèìûå è ò.ä. Íî ýòè òåëà âñå ðàâ-
íî âçàèìîäåéñòâóþò äðóã ñ äðóãîì. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ïðèíÿòî ãîâîðèòü
î ñèëå ðåàêöèè îïîðû èëè ïîäâåñà. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ñèëû ðåàêöèè
îïîðû è ïîäâåñà ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñèëû óïðóãîñòè, ïðîñòî äå-
ôîðìàöèÿ áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ, à æåñòêîñòü ê áåñêîíå÷íîñòè.

4.4.1 Ñèëà ðåàêöèè îïîðû. Âåñ

Âîçüìåì òåëî, ïîêîÿùååñÿ íà ñòîëå è ðàññìîòðèì âñå ñèëû, äåéñòâóþùèå
íà íåãî. Íà òåëî äåéñòâóåò ñèëà òÿæåñòè m−→g è ñèëà ñî ñòîðîíû ñòîëà−→
N , åå ìû áóäåì íàçûâàòü ñèëîé ðåàêöèè îïîðû èëè ñèëîé íîðìàëüíîé
ðåàêöèè îïîðû.

Îïðåäåëåíèå 4.11 Ñèëà ðåàêöèè îïîðû - ñèëà äåéñòâóþùàÿ ñî ñòîðî-
íû îïîðû ïåðïåíäèêóëÿðíî ãðàíèöå êîíòàêòà äâóõ òåë
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Ñîãëàñíî 3ÇÍ, òîãäà è òåëî áóäåò äåéñòâîâàòü íà ñòîë ñ êàêîé-òî ñèëîé.
Ýòó ñèëó ïðèíÿòî íàçûâàòü âåñîì èëè ñèëîé íîðìàëüíîãî äàâëåíèÿ ,
õîòÿ ýòî åñòü îáû÷íàÿ ñèëà ðåàêöèè îïîðû, äåéñòâóþùàÿ ñî ñòîðîíû
òåëà íà îïîðó. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ïàðíîé (ñîãëàñíî 3ÇÍ) ñèëîé ê ñèëå

N

mg

P

−→
P − âåñ, ñèëà íîðìàëüíîãî äàâëåíèÿ−→
N − ñèëà ðåàêöèè îïîðû

Ðèñ. 4.13: Òðåòèé çàêîí Íüþòîíà äëÿ êíèãè íà ñòîëå

ðåàêöèè îïîðû ÿâëÿåòñÿ âåñ, à íå êàê ìíîãèì êàæåòñÿ ñèëà òÿæåñòè.
Ïàðíîé ê ñèëå òÿæåñòè äåéñòâóþùåé íà òåëî ñî ñòîðîíû Çåìëè ÿâëÿåòñÿ
ñèëà òÿæåñòè äåéñòâóþùàÿ íà Çåìëþ ñî ñòîðîíû òåëà. Îáû÷íàÿ òàêàÿ
ïóòàíèöà âîçíèêàåò, òàê êàê â ñàìîì ïðîñòîì ñëó÷àå:

|N | = |mg| = |P |. (4.32)

Íî íóæíî ïîíèìàòü, ÷òî ñèëà ðåàêöèè îïîðû N è ñèëà òÿæåñòè mg
ïðèëîæåíû ê îäíîìó òåëó, èìåþò ðàçíóþ ïðèðîäó è õîòÿ áû ïîýòîìó
íå ìîãóò áûòü ñîîòâåòñòâóþùèìè äðóã äðóãó èç 3ÇÍ. Â îáùåì ñëó÷àå
íàéòè ñèëó ðåàêöèþ îïîðû ìîæíî òîëüêî çàïèñàâ 2ÇÍ. Îáðàòèòå íà ýòî
âíèìàíèå. Ñîâåòóåì âàì ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ðèñîâàòü êîíòàêòèðóþùèå
òåëà íå âïëîòíóþ äðóã ê äðóãó, à ñ çàçîðîì, ÷òî áû ïî ðèñóíêó ìîæíî
áûëî îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü ê êàêîìó òåëó ïðèëîæåíà òà èëè èíàÿ ñè-
ëà. Íàïðèìåð, â íàøåì ñëó÷àå ïðè îòñóòñòâèè çàçîðà ìîæíî áûëî áû

ïîäóìàòü, ÷òî ñèëà
−→
P äåéñòâóåò íà òåëî, à íå íà ñòîë.

4.4.2 Ñèëà íàòÿæåíèÿ íèòêè

Ðàññìîòðèì ãðóçèê, âèñÿ÷èé íà íåâåñîìîé íèòêå. Ïî÷åìó îí íå ïàäàåò?
Î÷åâèäíî, ÷òî ââåðõ íà íåãî äåéñòâóåò íèòêà. Ñèëó äåéñòâóþùóþ ñî
ñòîðîíû íèòêè íà òåëî ìû îáîçíà÷èì T è íàçîâåì ñèëîé íàòÿæåíèÿ
íèòè. Ñðàçó ñêàæåì, ÷òî ãðóçèê òîæå äåéñòâóåò íà íèòêó, ñèëîé ðàâíîé
ïî ìîäóëþ íî ïðîòèâîïîëîæíîé ïî íàïðàâëåíèþ. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðèðîäà
ýòîé ñèëû îïÿòü ýëåêòðîìàãíèòíàÿ, òàê êàê ñâÿçü ìåæäó àòîìàìè íå
ïîçâîëÿåò íèòêè ðàçîðâàòüñÿ.
Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî íèòêà (ñèëà íàòÿæåíèÿ) âñåãäà äåéñòâóåò âäîëü
íèòêè è íàïðàâëåíà îò òî÷êè êîíòàêòà ñ òåëîì, íà òî îíà è íèòêà, à
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íå ñòåðæåíü.
×àñòî â çàäà÷àõ âñòðå÷àåòñÿ ìîäåëü íåâåñîìîé íèòêè, ÷òî æå îçíà÷àåò?
Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé ó÷àñòîê íèòè ìàññîé ∆m = 0, â ðàçíûå ñòîðîíû

íà íåãî äåéñòâóþò ñîñåäíèå êóñêè íèòêè ñ ñèëàìè
−→
T1 è
−→
T2 çàïèøåì âòîðîé

çàêîí Íüþòîíà:

T1 − T2 = ∆m−→a = 0 (4.33)

Ïîëó÷àåì, ÷òî T1 = T2, îòñþäà ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî â íåâåñîìîé
íèòêè ñèëà íàòÿæåíèÿ íà âñåé åå äëèíå îäèíàêîâà. Åñëè áû ýòî áûëî
áû íå òàê, òî ïîëó÷àëîñü, íà êóñî÷åê ìàññû íîëü äåéñòâîâàëà íåíóëåâàÿ
ñèëà, à çíà÷èò îí äâèãàëñÿ ñ áåñêîíå÷íûì óñêîðåíèåì.

4.5 Ñèëà òðåíèÿ

Âû, íàâåðíÿêà, çàìå÷àëè, ÷òî ïðè ïîïûòêå ÷òî-ëèáî ñäâèíóòü ñ ìåñòà,
äàííûé ïðåäìåò ñäâèãàëñÿ íå ñðàçó, à òîëüêî ïðè îïðåäåëåííîé ñèëå.
À çíà÷èò, åñòü êàêàÿ-òî ñèëà, êîòîðàÿ ìåøàåò òåëó äâèãàòüñÿ. Òàêàÿ
ñèëà, âîçíèêàþùàÿ ïðè êîíòàêòå òåë è ñîïðîòèâëÿþùàÿñÿ ïåðåäâèæå-
íèþ èõ îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà, íàçûâàåòñÿ ñèëîé òðåíèÿ. Ñóùåñòâó-
åò íåñêîëüêî âèäîâ ñèëû òðåíèÿ, îäíàêî ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî
ñèëó ñóõîãî òðåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 4.12 Ñèëà (ñóõîãî) òðåíèÿ - ñèëà, âîçíèêàþùàÿ ìåæäó
ñîïðèêàñàþùèìèñÿ òâåðäûìè òåëàìè èç-çà íåðîâíîñòè ïîâåðõíîñòåé
òåë. Íàïðàâëåíà âñåãäà ïðîòèâîïîëîæíî ïåðåìåùåíèþ (èëè òóäà, êóäà
òåëî áû äâèãàëîñü áåç ñèëû òðåíèÿ) è îáóñëîâëåíà âçàèìîäåéñòâèÿìè
ìåæäó àòîìàìè è ìîëåêóëàìè.

Ðèñ. 4.14: Ïðèðîäà ñèëû òðåíèÿ

Ñóùåñòâóþò òðè âèäà ñèëû ñóõîãî òðåíèÿ:

• Ñèëà òðåíèÿ ïîêîÿ

• Ñèëà òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ

• Ñèëà òðåíèÿ êà÷åíèÿ
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Ñèëà òðåíèÿ íàçûâàåòñÿ ñóõîé, êîãäà ìåæäó êîíòàêòèðóþùèìè òåëàìè
íåò íèêàêîé ñìàçêè, æèäêîñòè è ïð. Â äàííîì ðàçäåëå ìû íå áóäåì ðàñ-
ñìàòðèâàòü ñèëó òðåíèÿ êà÷åíèÿ, òàê êàê ìû ðàññìàòðèâàåì äâèæåíèå
òî÷å÷íûõ òåë.
Î ñèëå âÿçêîãî òðåíèÿ è ñèëå òðåíèÿ êà÷åíèÿ ïîäðîáíî ìîæíî ïðî÷èòàòü
â [5] èëè [6].

4.5.1 Ñèëà òðåíèÿ ïîêîÿ è ñêîëüæåíèÿ

Äàâàéòå ïðîâåäåì ýêñïåðèìåíò. Ïîñòàâèì êíèãó íà ñòîë à íà÷íåì ñëàáî
äåéñòâîâàòü íà íåå ïî ãîðèçîíòàëè. Òåëî âñå åùå ñòîèò íà ìåñòå, õîòÿ íà
íåå äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà. À çíà÷èò åñòü åùå êàêàÿ-òî ñèëà ñîïðîòèâ-
ëÿþùàÿñÿ âíåøíåìó âîçäåéñòâèþ. Ýòà ñèëà íàçûâàåòñÿ ñèëîé òðåíèÿ
ïîêîÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè êàêîé-òî âíåøíåé ñèëå êíèãà íà÷íåò äâèãàòü-
ñÿ. Â ýòîò ìîìåíò ñèëà òðåíèÿ ïîêîÿ äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî
çíà÷åíèÿ è ïåðåñòàåò ìåíÿòüñÿ. Ýòà ñèëà, ðàâíàÿ ìàêñèìàëüíîé ñèëå
òðåíèÿ ïîêîÿ, è íàïðàâëåííàÿ ïðîòèâ íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ íàçûâà-
åòñÿ ñèëîé òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ. Ýêñïåðèìåíòàëüíûé Àìîíòîíà -
Êóëîíà ãëàñèò:

Fòð = µN (4.34)

µ -êîýôôèöèåíò òðåíèÿ, çàâèñÿùèé îò ñâîéñòâ ìàòåðèàëîâ êîíòàêòèðó-
þùèõ òåë. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ñèëà òðåíèÿ çàâèñèò íå îò ìàññû òåëà,
à îò ñèëû ðåàêöèè îïîðû.

Fâí

Fòð

Fòð. ñê.

Ðèñ. 4.15: Ãðàôèê çàâèñèìîñòè ñèëû òðåíèÿ îò âíåøíåé ñèëû

Òåïåðü ìîæåì ðàçîáðàòü íåñêîëüêî ïðèìåðîâ, íî ïðåæäå ñêàæåì, ÷òî
âî âñåõ çàäà÷àõ ìû äåéñòâóåì îäèíàêîâî:

• Âûáèðàåì ÑÎ

• Ðèñóåì âñå ñèëû
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• Çàïèñûâàåì âòîðîé çàêîí Íüþòîíà â ïðîåêöèè íà îñè

• Çàäà÷à ðåøåíà

Ïðèìåð 4.4 Ïðîñòîé ñëó÷àé: íàéòè óñêîðåíèå òåëà.

N

mg

FFòð

Y

X

Ðèñ. 4.16: Òåëî íà ñòîëå

Çàïèøåì âòîðîé çàêîí Íüþòîíà1, ñïðîåöèðîâàâ íà îñè X è Y :{
F − Fòð = ma

N −mg = 0

1. Òåëî ïîêîèòñÿ; a ≤ 0.
F − Fòð = 0

Òàêîé ñëó÷àé âîçìîæåí ïðè F < µN = µmg.

2. Òåëî äâèãàåòñÿ; a ≥ 0.

F − µmg = ma

a =
F

m
− µg

Ïðèìåð 4.5 ×óòü áîëåå ñëîæíûé ñëó÷àé: êàêóþ ñèëó íóæíî ïðèëî-
æèòü, ÷òîáû ñäâèíóòü òåëî?

Çàïèøåì âòîðîé çàêîí Íüþòîíà:{
F cosα− Fòð = ma

N + F sinα−mg = 0

×òîáû ñäâèíóòü òåëî, íåîáõîäèìî, ÷òîáû a ≥ 0, òîãäà

F cosα− µN ≥ 0.

N = mg − F sinα

1Êàê âû ìîãëè óæå çàìåòèòü, â ëþáîé íåïîíÿòíîé ñèòóàöèè çàïèñûâàåì âòîðîé çàêîí Íüþòîíà.
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N

mg

F

Fòð

Y

X

α

Ðèñ. 4.17: Òåëî íà ïîëó

⇒ F cosα− µ(mg − F sinα) ≥ 0

F (cosα + µ sinα) ≥ µmg

Îòñþäà ìû ìîæåì âûðàçèòü èñêîìóþ ñèëó:

F ≥ µmg

cosα + µ sinα

Ïðèìåð 4.6 Íàêëîííàÿ ïëîñêîñòü: ïðè êàêîì óãëå íàêëîíà ïëîñêîñòè
òåëî íà÷íåò äâèæåíèå?

α

µ
FòðN

mg

Y

X

Ðèñ. 4.18: Òåëî íà íàêëîííîé ïëîñêîñòè

Çàïèøåì âòîðîé çàêîí Íüþòîíà äëÿ ïðåäåëüíîãî ñëó÷àÿ (âîò-âîò è
ïîåäåò) {

mg sinα− Fòð ≤ 0

N −mg cosα = 0{
mg sinα ≤ Nµ

N = mg cosα

⇒ mg sinα ≤ µmg cosα

Èç ýòîãî âûðàæåíèÿ ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî åñëè

tgα ≤ µ,

òî òåëî ïîêîèòñÿ;
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4.5. ÑÈËÀ ÒÐÅÍÈß

Åñëè

tgα > µ,

òî òåëî ñêàòûâàåòñÿ.

Ïðèìåð 4.7 Óäèâèòåëüíûé ïðèìåð: íàéòè ñèëó, ïðè êîòîðîé òåëî íå
áóäåò ïàäàòü.

µ

Y

X

Fòð

N

Mg

m

M

F

Ðèñ. 4.19: Òåëî è íåìíîãî äðóãîå òåëî

Çàìåòèì, ÷òî ñèëà äåéñòâóåò íå òîëüêî íà òåëî ìàññîé m, íî è íà
òåëî ìàññîé M , òîãäà

F = (M +m)a

Çàïèøåì âòîðîé çàêîí Íüþòîíà, ñïðîâîöèðîâàâ íà îñè X è Y :{
Fòð −Mg > 0

N = Ma

 µN −Mg > 0

N = M
F

M +m

Ïîäñòàâèâ â ïåðâîå óðàâíåíèå çíà÷åíèå N èç âòîðîãî, ïîëó÷èì:

µMF

M +m
−Mg > 0

Èç ýòîãî âûðàæåíèÿ ïîëó÷àåì èñêîìîå çíà÷åíèå ñèëû:

F >
g(M +m)

µ
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4.6 �Ñèëà� èíåðöèè

Âû, íàâåðíÿêà, çàìå÷àëè, ÷òî êîãäà ìàøèíà óñêîðÿåòñÿ âàñ "ïðèæèìà-
åò" ê ñïèíêå êðåñëà, õîòÿ è íèêàêàÿ íîâàÿ ñèëà íå ìîãëà âîçíèêíóòü.
À âîçíèêàëî ëè ó âàñ æåëàíèå çàïèñàòü 2ÇÍ îòíîñèòåëüíî ïîäàþùåãî
ëèôòà? Áåçóñëîâíî, âåäü ÷åì åùå ìîæíî çàíÿòüñÿ â ïàäàþùåì ëèôòå.
Îäíàêî, ïàäàþùèé ëèôò è óñêîðÿþùàÿ ìàøèíà íå ÿâëÿþòñÿ èíåðöèàëü-
íûìè ÑÎ è ñ çàïèñüþ 2ÇÍ âîçíèêàþò ïðîáëåìû. Â ýòîì ðàçäåëå íàøåé
çàäà÷åé áóäåò îïèñàíèå äâèæåíèÿ òåëà îòíîñèòåëüíî íåèíåðöèàëüíîé ñè-
ñòåìû îòñ÷åòû. Ýòî îêàçûâàåòñÿ î÷åíü óäîáíî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ.
Ïóñòü ó íàñ åñòü ñèñòåìà îòñ÷åòà äâèãàþùàÿñÿ ñ óñêîðåíèåì −→a ñ.î..
Òîãäà ìû ìîæåì ñâÿçàòü óñêîðåíèå òåëà îòíîñèòåëüíî Çåìëè (èíåðöè-
àëüíîé ÑÎ) −→a ñ óñêîðåíèåì òåëà îòíîñèòåëüíî íåèíåðöèàëüíîé ÑÙ
−→a îòíîñèòåëüíîå

−→a = −→a ñ.î. +−→a îòíîñèòåëüíîå (4.35)

añ.î.

X

F

Ðèñ. 4.20: Òåëî â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îò÷åòà

Ðàññìîòðèì òåëî íà êîòîðîå äåéñòâóþò êàêèå-òî âíåøíèå ñèëû. Çà-
ïèøåì âòîðîé çàêîí Íüþòîíà îòíîñèòåëüíî Çåìëè:∑−→

F = m(−→a ñ.î. +−→a îòíîñèòåëüíîå) (4.36)

Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå òàêèì îáðàçîì, ÷òî áû â ëåâîé ÷àñòè îêàçàëàñü
ìàññà óìíîæåííàÿ íà óñêîðåíèå îòíîñèòåëüíî íåèíåðöèàëüíîé ÑÎ.∑−→

F −m−→a ñ.î. = m−→a îòíîñèòåëüíîå (4.37)

Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷èëè âûðàæåíèå î÷åíü ïîõîæåå íà 2ÇÍ, òîëüêî
ê âñåì âíåøíèì ñèëàì äîáàâèëîñü ñëàãàåìîå −m−→a .

Îïðåäåëåíèå 4.13 �Ñèëà�, èíåðöèè - ïîïðàâêà, êîòîðóþ ìû äîáàâëÿåì
â ëåâóþ ÷àñòü âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà ïðè ïåðåõîäå â íåèíåðöèàëüíóþ
ñèñòåìó îò÷åòà.
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4.6. �ÑÈËÀ� ÈÍÅÐÖÈÈ

Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ñïîêîéíî çàïèñûâàòü ìîäèôèöèðîâàííûé
2ÇÍ, ãëàâíîå íå çàáûâàòü ïðî �ñèëó�, èíåðöèè. Êàâû÷êè íå ñëó÷àéíû.
Íóæíî ïîíèìàòü, ÷òî ýòî íå êàêàÿ-òî ðåàëüíàÿ ñèëà, à ïðîñòî ñëàãàåìîå,
êîòîðîå âîçíèêëî äëÿ óäîáñòâà ðåøåíèÿ çàäà÷ ïðè ïåðåõîäå â íåèíåðöè-
àëüíóþ ÑÎ.

Ïðèìåð 4.8 Ñàìûì ðàñïðîñòðàíåííûì ïðèìåðîì �ñèëû� èíåðöèè ÿâ-
ëÿåòñÿ öåíòðîáåæíàÿ ñèëà. Îíà �âîçíèêàåò� ïðè ïåðåõîäå âî âðà-
ùàþùóþñÿ ÑÎ, íàïðàâëåíà îò öåíòðà è ðàâíà −m−→a

Ðàññìîòðèì ÌÊÑ, âðàùàþùóþñÿ íà îêîëîçåìíîé îðáèòå. Íà êîñìîíàâòà
äåéñòâóåò ñèëà òÿæåñòè mg, íî îòíîñèòåëüíî ÌÊÑ îí ïîêîèòñÿ. Çíà÷èò
îòíîñèòåëüíî ÌÊÑ íà íåãî äåéñòâóåò êàêàÿ-òî ñèëà. Ýòî è áóäåò öåíòðî-
áåæíàÿ ñèëà.

Ç

v
N

mg

Ðèñ. 4.21: Êîñìè÷åñêàÿ ñòàíöèÿ âîêðóã Çåìëè

Êàê ìû óæå èçó÷èëè ðàíåå (3.8), ïðè äâèæåíèè ïî îêðóæíîñòè òåëî
ïðèîáðåòàåò öåíòðîñòðåìèòåëüíîå óñêîðåíèå:

aö. =
v2

R
.

Òåïåðü çàïèøåì 2ÇÍ îòíîñèòåëüíî ÌÊÑ:

m−→g +
−→
N −m−→a ö. = 0

Íåâåñîìîñòü áóäåò äîñòèãíóòà ïðè N = 0. Äëÿ ëó÷øåãî ïîíèìàíèÿ ðàñ-
ñìîòðèì ÷óòü áîëåå ñëîæíûé ïðèìåð.

Ïðèìåð 4.9 Óæå çíàêîìàÿ íàêëîííàÿ ïëîñêîñòü: íàéòè óñêîðåíèå
êëèíà, ïðè êîòîðîì òåëî íà÷íåò äâèãàòüñÿ âíèç.
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α

µ

FòðN

mg

Y

X

a

Ðèñ. 4.22: Òåëî íà äâèæóùåìñÿ êëèíó

Ðàññìîòðèì òàêîå óñêîðåíèå êëèíà, ÷òî ãðóçèê âîò-âîò è ïîåäåò âíèç
ïî êëèíó, òî åñòü åãî óñêîðåíèå îòíîñèòåëüíî êëèíà áóäåò ðàâíî íóëþ.
Çàïèøåì âòîðîé çàêîí Íüþòîíà â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿ-
çàííîé ñ êëèíîì, ñïðîåöèðîâàâ íà îñè X è Y , íå çàáûâ òàê æå ïðî ñèëó

èíåðöèè
−→
F èí. = −m−→a , âîçíèêàþùóþ ïðè ïåðåõîäå â íåèíåðöèàëüíóþ

ÑÎ: {
mg sinα− Fòð + Fèí. cosα = 0

N −mg cosα + Fèí. sinα = 0{
mg sinα− µN +ma cosα = 0

N = mg cosα−ma sinα

mg sinα− µ(mg cosα−ma sinα) +ma cosα = 0

maµ sinα +ma cosα = µmg cosα−mg sinα

Ñîêðàòèâ îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà íà m è ðàçäåëèâ íà (µ sinα+ cosα),
ïîëó÷àåì, ÷òî òåëî íà÷íåò äâèæåíèå ïðè óñêîðåíèè êëèíà

a = g
µ cosα− sinα

cosα + µ sinα
.

4.7 Çàäà÷è íà áëîêè

Â äàííîì ðàçäåëå ìû ïîñòàðàåìñÿ ïîäðîáíî ðàçîáðàòü îäèí ðàñïðîñòðà-
íåííûé òèï çàäà÷, à èìåííî çàäà÷è íà áëîêè. Ðàññìàòðèâàòü êëàññ ýòèõ
çàäà÷ ìû áóäåì íà îäíîì ïðèìåð, íî ðåøèì åãî íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè
è ïîãîâîðèì î ìíîæåñòâå ñëîæíûõ è èíòåðåñíûõ ìîìåíòàõ.

Ïðèìåð 4.10 Íàéäèòå óñêîðåíèå âñåõ ãðóçèêîâ íà êàðòèíêå. Íèòêè
íåâåñîìûå è íåðàñòÿæèìûå, áëîêè íåâåñîìûå.
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4.7. ÇÀÄÀ×È ÍÀ ÁËÎÊÈ

m1

m2

Ðèñ. 4.23: Ïðèìåð çàäà÷è

4.7.1 Èäåàëèçàöèè ïðè ðåøåíèè çàäà÷ íà áëîêè

Îáû÷íî â çàäà÷àõ íà áëîê ìîæíî âñòðåòèòü ñëåäóþùèìè äîïóùåíèÿìè:

• Íåâåñîìàÿ íèòêà

• Íåðàñòÿæèìàÿ íèòêà

• Íåâåñîìûé áëîê

• Íåò òðåíèÿ â îñè áëîêà (èëè ñàì áëîê èäåàëüíî ãëàäêèé)

Äàâàéòå ðàçáåðåìñÿ, ÷òî äàåò íàì êàæäîå èç ýòèõ äîïóùåíèé. Íî ïåð-
âîíà÷àëüíî ñôîðìóëèðóåò âàæíîå óòâåðæäåíèå:

Òåîðåìà 4.3 Ñóììà ñèë äåéñòâóþùèõ íà òåëî ìàññû íîëü ðàâíà íó-
ëþ.

Ýòî óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî, îäíàêî ìû ðåøèëè åãî ñôîðìóëèðîâàòü, òàê
êàê íàì îíî ïðèãîäèòñÿ åùå íå ðàç.
Èç íåâåñîìîñòè íèòêè ñëåäóåò, ÷òî åå ñèëà íàòÿæåíèÿ íà âñå äëèíå
îäèíàêîâà. Òàê êàê íà ïðîèçâîëüíûé êóñîê íèòêè äåéñòâóþò òîëüêî ñè-
ëû íàòÿæåíèÿ ñî ñòîðîíû ñîñåäíèõ êóñêîâ (ñèë òðåíèÿ íåò, òàê êàê áëîê
ãëàäêèé)
Èç íåâåñîìîñòè áëîêà ñëåäóåò, ÷òî ñóììà ñèë äåéñòâóþùèõ íà íåãî
ðàâíà 0, à çíà÷èò T2 = 2T1.
À èç íåðàñòÿæèìîñòè íèòêè ìû áóäåì ïîëó÷àòü óñëîâèå êèíåìàòè-
÷åñêîé ñâÿçè. Ýòî áóäåò ñàìûì âàæíûì è ñëîæíûì.
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4.7.2 Îáùèé ïîäõîä ïðè ðåøåíèè çàäà÷ íà áëîêè

Çäåñü ìû ïîïûòàåìñÿ ïðèâåñòè îáùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé ïðè
ðåøåíèè òèïè÷íîé çàäà÷è íà áëîê.

• Íàðèñîâàòü âñå ñèëû

• Âûáðàòü ñèñòåìó êîîðäèíàò

• Âûáðàòü íàïðàâëåíèå óñêîðåíèé (ëó÷øå âñå âûáèðàòü âäîëü îñåé,
íî ýòî íå âàæíî)

• Äëÿ êàæäîãî òåëî çàïèñàòü âòîðîé çàêîí Íüþòîíà

X

m1g
m2g

T1

m1

m2

T2 = 2T1

T1 T1

a1

a2

Ðèñ. 4.24: Ïðèìåð çàäà÷è. Ñèëû

Òîãäà ìû ïîëó÷àåì òàêóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:{
m1g − T1 = m1a1

m2g − 2T1 = m2a2

Âèäíî, ÷òî êàæäûé ãðóçèê äàåò íàì îäèí âòîðîé çàêîí Íüþòîíà, íî è
îäíî íåèçâåñòíîå óñêîðåíèå - òóò ïîëíûé ïàðèòåò. À âîò ñèëà íàòÿæåíèÿ
íèòêè ÿâëÿåòñÿ ëèøíåé íåèçâåñòíîé (â äàííîì ñëó÷àå òðè íåèçâåñòíûõ
è äâà óðàâíåíèÿ), îäíàêî ýòà æå íèòêà ïîçâîëèò íàì ñâÿçàòü óñêîðå-
íèÿ ãðóçèêîâ (òàê êàê îíà íåðàñòÿæèìà) è çàïèñàòü óðàâíåíèå êèíåìà-
òè÷åñêîé ñâÿçè. È òîãäà êîëè÷åñòâî óðàâíåíèé áóäåò ðàâíî êîëè÷åñòâó
íåèçâåñòíûõ. Ñëåäóþùèå íåñêîëüêî ïóíêòîâ ìû ïîñâÿòèì ðàçëè÷íûì
ñïîñîáàì ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèå êèíåìàòè÷åñêîé ñâÿçè.
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4.7.3 Ìåòîä îäíîãî ñàíòèìåòðà

Ïðåæäå ÷åì ïðèñòóïàòü ê ñîñòàâëåíèþ êèíåìàòè÷åñêîé ñâÿçè, õî÷åò-
ñÿ îòìåòèòü îäèí âàæíûé ìîìåíò. Òàê êàê ïåðâîíà÷àëüíî âñå ãðóçèêè
ïîêîèëèñü, òî ïåðåìåùåíèå ãðóçèêà áóäåò ïðîïîðöèîíàëüíî óñêîðåíèþ
(∆x = a∆t2

2 ), à çíà÷èò íàì áóäåò äîñòàòî÷íî íàéòè ñâÿçü ìåæäó ïåðåìå-
ùåíèÿìè. Ðàç íàì íóæíî íàéòè ñâçÿòü ìåæäó ïåðåìåùåíèÿìè, òî ïðîùå
âñåãî ñäâèíóòü îäèí ãðóçèí íà îäèí ñàíòèìåòð è ïîñìîòðåòü íà ñêîëü-
êî è êóäà ñäâèíåòñÿ âòîðîé. Èìåííî ïî ýòîìó ìåòîä òàê è íàçûâàåòñÿ,
îäíàêî îáû÷íî ìû áóäåì ñäâèãàòü ãðóçèê íå íà îäèí ñàíòèìåòð, à íà
êàêóþ-òî âåëè÷èíó ∆x. Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäà îäíîãî ñàíòèìåòðà
î÷åíü óäîáíî ðèñîâàòü íå ñàìó ñõåìó áëîêîâ ñ íèòêîé, à ìîäåëü ýòîé
ñõåìû, íà êîòîðîé áëîêè îòñóòñòâóþò, à âñå íèòêè ïîä ïðÿìûìè óãëàìè:

X

∆x2

∆x1

Ðèñ. 4.25: Ìåòîä îäíîãî ñàíòèìåòðà

Íàðèñóåì íèòêó â êàêîé-òî ìîìåíò âðåìåíè, à ïîòîì ïîñëå òîãî, êàê
ïðàâûé ãðóçèê ïîäíèìåòñÿ ââåðõ íà ∆x2. Òàê êàê äëèííà íèòêè ïîñòî-
ÿííà, òî î÷åâèäíî, ÷òî ëåâûé ãðóçèê îïóñòèòñÿ âíèç íà 2∆x2. Òîãäà, íå
çàáûâàÿ ïðî íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ ãðóçèêîâ, ìû ìîæåì çàïèñàòü:

∆x1 = −2∆x2

Òîãäà, ïåðåõîäÿ ê óñêîðåíèÿì ïîëó÷èì óðàâíåíèå êèíåìàòè÷åñêîé ñâÿçè:

a1 + 2a2 = 0 (4.38)

Îòìåòèì, ÷òî çäåñü óñêîðåíèÿ (è ïåðåìåùåíèÿ) ìû èçìåðÿåì âäîëü îñè
OX, è ðàçóìíî, ÷òî îäíî èç óñêîðåíèé îáÿçàòåëüíî áóäåò îòðèöàòåëü-
íûì. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî åñëè ãðóçèêîâ íåñêîëüêî, òî ìû äåéñòâóåì
ñõîäèì îáðàçîì: ñäâèãàåì âñå ãóðçèêè êðîìå îäíî íà ∆x1, ∆x2, ∆x3 ...
∆xN−1, èç ïîñòîÿíñòâà äëèííû íèòêè íàõîäèì ïåðåìåùåíèå ïîñëåäíåãî
ãðóçèêà ∆xN .
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4.7.4 Çàïèñü äëèíû íèòêè

Äàííûé ñïîñîá íàïðàøèâàåòñÿ ñàì ñîáîé: ðàç äëèííà íèòêè ïîñòîÿííàÿ,
òàê äàâàéòå çàïèøåì ýòó äëèíó è ñêàæåì, ÷òî åå ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè
ðàâíà íóëþ. Áóäåì çàïèñûâàòü äëèíó íèòêè ÷åðåç êîîðäèíàòû:

X m1g

m2g

T1

m1
m2 T2

T1
T1

a1

a2

x1

x2

A

0

Ðèñ. 4.26: Êîîðäèíàòíàÿ çàïèñü äëèíû íèòêè

L = x1 − A+ x2 − A+ x2 + äëèíà íèòêè íà áëîêàõ

Âçÿâ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè ïîëó÷èì:

v1 + 2v2 = 0

ãäå, v1 - ñêîðîñòü ïåðâîãî ãðóçèêà, à v2 - ñêîðîñòü âòîðîãî áëîêà è ãðóçèêà
(òàê êàê îíè ñâÿçàíû íèòêîé). Âçÿâ åùå îäíó ïðîèçâîäíóþ ïîëó÷àåì
ñâÿçü íà óñêîðåíèÿ:

a1 + 2a2 = 0

Çàìåòèì, ÷òî çäåñü óñêîðåíèå ðàâíî âòîðîé ïðîèçâîäíî ïî êîîðäèíàòå
òàê êàê ìû âñå óñêîðåíèÿ íàïðàâèëè âäîëü îñè. Î÷åâèäíî, ÷òî ïîäîáíûå
äåéñòâèÿ ìîæíî ïðîâåñòè âñåãäà.

4.7.5 Öàðñêèé ìåòîä

Ïðåäûäóùèé ìåòîä î÷åíü õîðîø, è ïîçâîëÿåò âñåãäà ïîëó÷èòü óðàâíåíèå
êèíåìàòè÷åñêîé ñâÿçè. Îäíàêî, ñóùåñòâóåò ïîèñòèíå �öàðñêàÿ äîðîãà�.
Ñíà÷àëà ïðèâåäåì åãî îïèñàíèå áåç äîêàçàòåëüñòâà ðàáîòîñïîñîáíîñòè.

• Îáîçíà÷èòü âñå òî÷êè êîíòàêòà íèòêè ñ ïîäâèæíûì îáúåêòîì.
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• Â êàæäîé òî÷êè êîíòàêòà íèòêè ñ ïîäâèæíûì îáúåêòîì çàäàòü âî-
ïðîñ: "Ñèëà íàòÿæåíèÿ íèòêè ñîíàïðàâëåíà óñêîðåíèþ ýòîãî ïî-
äâèæíîãî îáúåêòà?"

• Åñëè îòâåò �äà�, òî íàïèñàòü â óðàâíåíèå êèíåìàòè÷åñêîé ñâÿçè
óñêîðåíèå ýòîãî îáúåêòà ñ çíàêîì �ïëþñ�, åñëè íåò, òî ñ çíàêîì �ìè-
íóñ�.

• Ïðèðàâíÿòü íóëþ.

• Óñëîâèå êèíåìàòè÷åñêîé ñâÿçè ïåðåä âàìè.

Âàæíûå çàìå÷àíèÿ:

• Óäîáíî âñåãäà âñå óñêîðåíèÿ íàïðàâëÿòü âäîëü îñåé, òîãäà âîïðîñ
áóäåò ñîâñåì ïðîñòîé �Ñèëà íàòÿæåíèÿ ñîíàïðàâëåíà îñè èëè íåò?�

• Åñëè îáúåêò äâèãàåò ïî äâóì îñÿì, òî âàñ ïðè ðàññìîòðåíèå êàêîé-
òî êîíêðåòíîé òî÷êè èíòåðåñóåò ïîäâèæíîñòü îáúåêòà ïî îñè âäîëü
(èëè ïðîòèâ) êîòîðîé äåéñòâóåò ñèëà íàòÿæåíèÿ íèòè.

Âñå ýòî î÷åíü ïîõîæå íà ìàãèþ, íî ìû æå íå áóäåò èñïîëüçîâàòü ìàãèþ
çà ïðåäåëàìè Õîãâàðòñà. Íàì ïðèäåòñÿ íåìíîãî çàáåæàòü âïåðåä, ÷òîáû
äîêàçàòü ìåòîä. Åñëè ñëåäóþùèå ñòðî÷êè áóäóò íåïîíÿòíû, òî ñîâåòóåì
âåðíóòüñÿ ê íèì ïîñëå èçó÷åíèÿ ãëàâû(7) �Ýíåðãèÿ�.
Âñå äåëî â òîì, ÷òî íåðàñòÿæèìàÿ íèòêà íå ìîæåò çàïàñòè â ñåáå ýíåðãèþ
(â îòëè÷èè îò ïðóæèíêè) è ïîýòîìó ïîëíàÿ ðàáîòà íèòêè îáÿçàíà áûòü
ðàâíà íóëþ. À ãäå íèòêà ìîæåò ñîâåðøàòü ðàáîòó? Ïðàâèëüíî, òîëüêî â
òî÷êàõ êîíòàêòà íèòêè ñ ïîäâèæíûì îáúåêòîì, òîãäà äëÿ êàæäîé òàêîé
òî÷êè ìîæåì çàïèñàòü ðàáîòó è ïîëó÷èòü ñóììàðíóþ ðàáîòó íèòêè:

Aíèòêè =
∑
i

−→
Ti ·∆−→ri = 0

Óæå çäåñü âèäíî, ÷òî çíàê ðàáîòû çàâèñèò îò ñîíàïðàâëåííîñòè ïåðåìå-
ùåíèÿ (à çíà÷èò è óñêîðåíèÿ, òàê êàê íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü íîëü) è ñèëû
íàòÿæåíèÿ íèòêè. Ïîäåëèâ íà ∆t ïîëó÷èì:∑

i

−→
Ti · −→vi = 0

Âîçüìåì ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè:∑
i

−→
Ti · −→ai = 0
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Êàê ìû ïîìíèì ñèëà íàòÿæåíèÿ íèòêè îäèíàêîâàÿ, òî åñòü ìû ìîæåì
ïîäåëèòü ýòó ñóììó íà T è òîãäà ó íàñ ïðîñòî îñòàíåòñÿ ñóììà:∑

i

±ai = 0

ãäå çíàê êàê ðàç è çàâèñèò îò òîãî, ñîíàïðàâëåíà ñèëà íàòÿæåíèÿ íèò-
êè ñ óñêîðåíèåì èëè íåò. Íàäååìñÿ, òåïåðü èñïîëüçóÿ �öàðñêèé ìåòîä�,
÷èòàòåëü áóäåò ïðèìåíÿòü åãî íå áåçäóìíî, à îñîçíàâàÿ ïðè÷èíû åãî ðà-
áîòîñïîñîáíîñòè.
Ìåòîäîâ äëÿ ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèÿ êèíåìàòè÷åñêîé ñâÿçè è ðåøåíèÿ
çàäà÷è íà áëîêè ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî, íàøåé öåëüþ áûëî ïîêàçàòü
íåñêîëüêî ïðèíöèïèàëüíî ðàçíûõ ïîäõîäîâ, à êàêèì ïîëüçîâàòüñÿ ðå-
øàòü ÷èòàòåëþ.
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Ãëàâà 5

Äèíàìèêà òâåðäîãî òåëà

ß íå ìîãó äóìàòü î âàñ è î ñåáå îòäåëüíî.

Âû è ÿ äëÿ ìåíÿ îäíî.

�Àííà Êàðåíèíà�, Ëåâ Òîëñòîé

Â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ ìû èçó÷àëè äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè,
îäíàêî íå âñåãäà äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ òåëî ïîäõîäèò òàêàÿ ìîäåëü. Â
ýòîì ðàçäåëå ìû ïîçíàêîìèìñÿ ñ íîâîé ìîäåëüþ.

Îïðåäåëåíèå 5.1 Àáñîëþòíî òâåðäîå òåëî - ôèçè÷åñêàÿ ìîäåëü òåëà
(ñèñòåìû òåë), â êîòîðîé ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ òî÷êà
îñòàåòñÿ íåèçìåííûì ñ òå÷åíèåì âðåìåíè.

Õî÷åòñÿ îáðàòèòü âíèìàíèå, ÷òî äëÿ íàñ òåëî è ñèñòåìà òåë áóäóò ýêâè-
âàëåíòíûìè ïîíÿòèÿìè, òàê êàê ëþáîå òåëî ñîñòîèò èç áîëåå ìåëêèõ òåë
(ìîëåêóë, àòîìîâ è ò.ä). Ïðè îïèñàíèå äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëî ïðèíÿòî
âûäåëÿòü íåñêîëüêî òèïîâ äâèæåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 5.2 Ïîñòóïàòåëüíîå äâèæåíèå - äâèæåíèå, ïðè êîòî-
ðîì îòðåçîê ñîåäèíÿþùèé ëþáûå äâå òî÷êè òåëà äâèãàåòñÿ ïàðàëëåëü-
íî ñåáå.

Îïðåäåëåíèå 5.3 Âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå âîêðóã íåïîäâèæíîé îñè -
äâèæåíèå, ïðè êîòîðîì âñå òî÷êè òåëà îïèñûâàþò îêðóæíîñòè, öåí-
òðû êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ íà îäíîé ïðÿìîé, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïëîñêî-
ñòè ýòèõ îêðóæíîñòåé. Ñàìà ýòà ïðÿìàÿ åñòü îñü âðàùåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 5.4 Ïëîñêîïàðàëëåëüíîå (ïëîñêîå) äâèæåíèå - äâèæå-
íèå, ïðè êîòîðîì êàæäàÿ òî÷êà äâèæåòñÿ âñ¼ âðåìÿ â îäíîé ïëîñêî-
ñòè. Ïðè÷åì âñå ïëîñêîñòè, â êîòîðûõ äâèæóòñÿ òî÷êè, ïàðàëëåëüíû
ìåæäó ñîáîé.
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Â íàøåé êíèãå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ïëîñêîïàðàëëåëüíîå äâè-
æåíèå, ïîýòîìó ïðè âðàùåíèè âîêðóã îñè (ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïëîñêîñòÿì
äâèæåíèé ÷àñòèö òåëà) ìû áóäåì çàïèñûâàòü, êàê âðàùåíèå îòíîñèòåëü-
íî òî÷êè.

5.1 Öåíòð ìàññ

Äëÿ îïèñàíèÿ ïîëîæåíèÿ òâåðäîãî òåëà â ïðîñòðàíñòâå, î÷åâèäíî, áó-
äåò íåäîñòàòî÷íî îäíîãî ðàäèóñ âåêòîðà, à áóäåò òðåáîâàòüñÿ, íàïðèìåð,
ðàäèóñ âåêòîð êàêîé-íèáóäü îñîáåííîé òî÷êè è óãëû îðèåíòàöèè â ïðî-
ñòðàíñòâå (êàê íàïðèìåð, êðåí, ðûñêàíüå è òàíãàæ â ñàìîëåòå).

Îïðåäåëåíèå 5.5 Öåíòð ìàññ òåëà (ñèñòåìû òåë èëè òî÷åê) - ýòî
òî÷êà, ðàäèóñ-âåêòîð êîòîðîé óäîâëåòâîðÿåò âûðàæåíèþ:

−→r c =

∑
i
−→r imi∑
imi

(5.1)

Õî÷åòñÿ îòìåòèòü, ÷òî ðàäèóñ âåêòîðà ìû ìîæåì âûáèðàòü â ëþáîé ÑÎ,
íî âñå ðàâíî ìû áóäåò ïîëó÷àòü îäíó è òó æå òî÷êó. ×òî áû ïðî÷óâñòâî-
âàòü ëó÷øå ýòî îïðåäåëåíèå, ìû ìîæåì ïðîâåñòè íåáîëüøèå ïðåîáðàçî-
âàíèÿ: ∑

i

(−→r i −−→r c)mi = 0 (5.2)

Âåêòîð −→r i − −→r c - ýòî âåêòîð èç öåíòðà ìàññ â i-þ òî÷êó òåëà. Òàêèì
îáðàçîì, ìû ìîæåì ñêàçàòü, ÷òî öåíòð ìàññ ýòî òî÷êà èç êîòîðîé åñëè
ïðîâåñòè âåêòîðà âî âñå òî÷êè è äîìíîæèòü íà ìàññó, òî â ñóììå ïîëó-
÷èòñÿ íîëü.

Óïðàæíåíèå 5.1 Äîêàæèòå, ÷òî öåíòð äâóõ òåë áóäåò ñîâïàäàòü
öåíòðîì ìàññ öåíòðîâ ìàññ ýòèõ òåë. Òî åñòü:

−→r 1+2 =
−→r 1m1 +−→r 2m2

m1 +m2

Õî÷åòñÿ îòìåòèòü, ÷òî åñëè íóæíî íàéòè êîîðäèíàòû öåíòðà ìàññ, òî
íèêòî íå çàïðåùàåò íàì ñïðîåöèðîâàòü îïðåäåëåíèå öåíòðà ìàññà, íà-
ïðèìåð, íà îñü x:

xc =

∑
i ximi∑
imi

(5.3)
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5.2. ÌÎÌÅÍÒ ÑÈËÛ

5.1.1 Òåîðåìà î äâèæåíèè öåíòðà ìàññ

Åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ìû íå ïðîñòî òàê ââåëè ïîíÿòèÿ öåíòðà
ìàññ è îí íàì ïðèãîäèòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà.

Òåîðåìà 5.1 Òåîðåìà î äâèæåíèè öåíòðà ìàññ - öåíòð ìàññ äâèæåò-
ñÿ òàê, êàê äâèãàëàñü áû ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ñ ìàññîé, ðàâíîé ìàññå
òåëà, ïîä äåéñòâèåì òåõ æå ñèë:

m−→a ö.ì. =
∑
i=1

−→
F âíåø.i

Äîêàçàòåëüñòâî: Äëÿ ëþáîé òî÷êè ìîæåì çàïèñàòü 2ÇÍ:

mi
−→a i =

−→
F âíåø.i +

∑
i6=j

−→
F ij

ãäå
−→
F ij - ñèëà äåéñòâóþùàÿ íà i-óþ òî÷êó ñî ñòîðîíû j-îé. Ïðîñóììèðóåì

ïî âñåì òî÷êàì:

N∑
i=1

mi
−→a i =

N∑
i=1

−→
F âíåø.i +

N∑
i=1

N∑
j=1

−→
F ij

Òàê êàê ïî 3ÇÍ
−→
F ij +

−→
F ji = 0, òî

N∑
i=1

mi
−→a i =

N∑
i=1

−→
F âíåø.i

èëè

m−→a ö =
N∑
i=1

−→
F âíåø.i

Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ñêàçàòü, ÷òî öåíòð ìàññ ýòî íå ïðîñòî êàêàÿ-òî
ìàòåìàòè÷åñêàÿ àáñòðàêöèÿ, à î÷åíü óäîáíàÿ òî÷êà äëÿ îïèñàíèÿ äâè-
æåíèÿ òâåðäîãî òåëà - çàïèñûâàþ ñóììó âñåõ ñèë äåéñòâóþùèõ íà òåëî
ìû ïîëó÷èì ìàññó âñåãî òåëà óìíîæåííóþ íà óñêîðåíèå öåíòðà ìàññ.

5.2 Ìîìåíò ñèëû

Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê èçó÷åíèþ ñòàòèêè è äèíàìèêè òâåðäîãî òåëà íóæ-
íî ïîçíàêîìèòüñÿ ñ îäíèì âàæíûì ïîíÿòèåì, îòâåòñòâåííûì çà âðàùå-
íèå òâåðäîãî òåëà - ìîìåíò ñèë. Â îáùåì ñëó÷àå ñëåäóåò îòëè÷àòü ìî-
ìåíò ñèëû îòíîñèòåëüíî òî÷êè è îòíîñèòåëüíî îñè. Ìîìåíò ñèëû (äà
è ëþáîãî äðóãîãî âåêòîðà) îòíîñèòåëüíî òî÷êè áóäåò âåêòîðîì, à îò-
íîñèòåëüíî îñè áóäåò ïðîåêöèåé åãî ìîìåíòà ñèëû îòíîñèòåëüíî òî÷êè,
ëåæà÷åé íà ýòîé îñè, íà ýòó îñü.
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5.2.1 Ìîìåíò ñèëû îòíîñèòåëüíî òî÷êè

Íà÷íåì èçó÷åíèå ñ ìîìåíòà ñèëû îòíîñèòåëüíî òî÷êè.

Îïðåäåëåíèå 5.6 Ìîìåíòîì ñèëû
−→
F îòíîñèòåëüíî òî÷êè O íàçûâà-

åòñÿ âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàäèóñ-âåêòîðà −→r (íàïðàâëåí èç òî÷êè O

â òî÷êó ïðèëîæåíèÿ ñèëû) íà ñèëó
−→
F :

−→
M = −→r ×

−→
F

Óïðàæíåíèå 5.2 Äîêàæåòå, ÷òî ìîìåíò ñèëû îòíîñèòåëüíî òî÷êè
íå èçìåíèòñÿ, åñëè òî÷êó ïðèëîæåíèÿ ñèëû ñäâèíóòü âäîëü ïðÿìîé
äåéñòâèÿ ñèëû.

5.2.2 Ìîìåíò ñèëû îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé îñè

Òåïåðü ïîçíàêîìèìñÿ ñ ìîìåíòîì ñèëû îòíîñèòåëüíî îñè.

Îïðåäåëåíèå 5.7 Ìîìåíò ñèëû îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîé îñè X
ýòî ïðîåêöèÿ âåêòîðà ìîìåíòà ñèëû îòíîñèòåëüíî òî÷êè O, ÿâëÿ-
þùåéñÿ íà÷àëîì îñè X, íà îñü X.

Ðàññìîòðèì âàæíûé ñëó÷àé, êîãäà âåêòîðà
−→
F è −→r â ëþáîé ìîìåíò âðå-

ìåíè ïåðïåíäèêóëÿðíû îñèX, ýòîò ñëó÷àé è áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ïëîñ-
êîìó äâèæåíèþ è òîãäà áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî âçÿòü òî÷êó
O â ýòîé ïëîñêîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå âåêòîð ìîìåíòà ñèëû áóäåò êîëëè-
íåàðåí îñè X, òîãäà ìîìåíò ñèë îòíîñèòåëüíî îñè X ìîæíî áóäåò ëåãêî

âûðàçèòü ÷åðåç óãîë ìåæäó âåêòîðàìè −→r è
−→
F :

Mx = rF · sin (−→r ;
−→
F ) (5.4)

Âèäíî, ÷òî çäåñü â çàâèñèìîñòè îò óãëà ïðîåêöèÿ ìîæåò áûòü îòðèöà-
òåëüíàÿ èëè ïîëîæèòåëüíàÿ.
Çàìåòèì, ÷òî r sin (−→r ;

−→
F ) ýòî ðàññòîÿíèå ìåæäó îñüþ Õ è ïðÿìîé âäîëü

êîòîðîé äåéñòâóåò ñèëà, ýòî ðàññòîÿíèå íàçûâàåòñÿ ïëå÷îì ñèëû.

Îïðåäåëåíèå 5.8 Ïëå÷î ñèëû îòíîñèòåëüíî îñè - êðàò÷àéøåå ðàñ-
ñòîÿíèå ìåæäó îñüþ è ïðÿìîé âäîëü êîòîðîé äåéñòâóåò ñèëà.

Òîãäà ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü î÷åíü ÷àñòî èñïîëüçóåìîå îïðåäåëåíèå
ìîìåíòà ñèëû îòíîñèòåëüíî îñè:

Îïðåäåëåíèå 5.9 Ìîìåíò ñèëû îòíîñèòåëüíî îñè - ïðîèçâåäåíèå ñè-
ëû íà ïëå÷î ñèëû îòíîñèòåëüíî îñè.
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Îòìåòèì, ÷òî ïðè ðàññìîòðåíèè ïëîñêîãî äâèæåíèÿ, ìû çà÷àñòóþ íå áó-
äåì óòî÷íÿòü êàêîé èìåííî ìîìåíò ñèë ìû èìååì â âèäó: îòíîñèòåëüíî
òî÷êè ëè îòíîñèòåëüíî îñè. Ñâÿçàííî ýòî ñ òåì, ÷òî âåêòîð ìîìåíòà ñè-
ëû îòíîñèòåëüíî òî÷êè áóäåò êîëëèíåàðåí âûáðàííîé îñè X, à çíà÷èò
ìîäóëü ìîìåíòà ñèëû îòíîñèòåëüíî òî÷êè O áóäåò ðàâåí ìîìåíòó ñèëû
îòíîñèòåëüíî îñè X ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà:

|Mx| = |
−→
M | (5.5)

Íóæíî áûòü òîëüêî âíèìàòåëüíûì ñ çíàêàìè ïðè ñóììèðîâàíèè ìîìåí-
òîâ ñèë îòíîñèòåëüíî îñè, è íå çàáûâàòü, ÷òî åñëè âåêòîð ìîìåíòà ñèëû
îòíîñèòåëüíî òî÷êè áûë ñîíàïðàâëåí îñè X, òî ïðîåêöèÿ, à çíà÷èò è
ìîìåíò ñèëû îòíîñèòåëüíî îñè ïîëîæèòåëåí, à èíà÷å - îòðèöàòåëåí.

5.2.3 Öåíòð òÿæåñòè

Îïðåäåëåíèå 5.10 Öåíòð òÿæåñòè - òî÷êà, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé
ñóììà ìîìåíòîâ âñåõ ñèë òÿæåñòè ðàâíà íóëþ.

∑
(−→r ö.ò. −−→r i)×

−→
F i = 0 (5.6)

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå îäíîðîäíîãî ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ ìû ìîæåì

ñêàçàòü, ÷òî
−→
F i = mi

−→g äëÿ öåíòðà òÿæåñòè ìîæåì ïîëó÷èòü:∑
(−→r ö.ò. −−→r i)mi ×−→g = 0 (5.7)

è ñîêðàòèâ íà−→g ïîëó÷èì âûðàæåíèå çíàêîìîå íàì ïî öåíòðó ìàññ (5.2):∑
i

(−→r i −−→r c)mi = 0 (5.8)

Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî öåíòð òÿæåñòè ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì ìàññ â îäíîðîä-
íîì ãðàâèòàöèîííîì ïîëå, îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå ýòî íå âåðíî. Îäíàêî,
çà÷àñòóþ â çàäà÷àõ ïîíÿòèå öåíòðà ìàññ è öåíòðà òÿæåñòè ñ÷èòàþòñÿ ýê-
âèâàëåíòíûìè, òàê êàê âáëèçè ïîâåðõíîñòè Çåìëè ãðàâèòàöèîííîå ïîëå
ìîæíî ñ÷èòàòü îäíîðîäíûì. Çàáåãàÿ âïåðåä, ñêàæåì, åñëè â öåíòð òÿæå-
ñòè âîòêíóòü èãîëî÷êó òî òåëî îêàæåòñÿ â ðàâíîâåñèå, à âîò ïî÷åìó ìû
ïîéìåì â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

5.3 Çàêîí âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ

Òåïåðü, íàêîíåö-òî ïîñìîòðèì äëÿ ÷åãî ìû ââîäèëè ïîíÿòèå ìîìåíòà
ñèë, à èìåííî äëÿ èçó÷åíèÿ âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ.
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5.3.1 Âðàùåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè îòíîñèòåëüíî

íåïîäâèæíîé îñè

Ðàññìîòðèì ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó, äâèãàþùóþñÿ â ïëîñêîñòè ïåðïåíäè-
êóëÿðíîé íåêîé îñè X è ïåðåñåêàþùåé ýòó ïëîñêîñòü â òî÷êå O (ñì. ðèñ.
(5.1)).

Ðèñ. 5.1: Âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè

Ïóñòü ðàäèóñ âåêòîð ýòîé òî÷êè
−→
R , è íà íåå äåéñòâóåò ñèëà

−→
F . Òîãäà

ìîæíî çàïèñàòü 2ÇÍ:
m−→a =

−→
F

Ñïðîåöèðóåì åãî íà îñü, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ âåêòîðó
−→
R , òî åñòü ïîëó÷èì

êàñàòåëüíîå (òàíãåíöèàëüíîå óñêîðåíèå):

maτ = F sin (
−→
R ;
−→
F )

Äîìíîæèì íà R è âñïîìíèì, ÷òî aτ = Rβx, ãäå βx - óãëîâîå óñêîðåíèå
îòíîñèòåëüíî îñè X:

mR2βx = FR sin (
−→
R ;
−→
F )
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Íå ñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî âûðàæåíèå ñïðàâà ÿâëÿåòñÿ ìîìåíòîì ñèëû
−→
F

îòíîñèòåëüíî îñè X (5.4). Òîãäà ìû ìîæåì çàïèñàòü çàêîí âðàùàòåëü-
íîãî äâèæåíèå äëÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîé
íåïîäâèæíîé îñè X

mR2βx = Mx (5.9)

Ýòî âûðàæåíèå êàæåòñÿ äîñòàòî÷íî áåñïîëåçíûì, îäíàêî îíî íàì ïðè-
ãîäèòñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ çàêîíà âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà.

5.3.2 Âðàùåíèå òâåðäîãî òåëà îòíîñèòåëüíî íåïî-

äâèæíîé îñè

Òåïåðü ðàññìîòðèì âðàùåíèå òâåðäîãî òåëà îòíîñèòåëüíî îñè X. Çàïè-
øåì âûðàæåíèå (5.9) äëÿ êàæäîé òî÷êè, ïðè ýòîì èíäåêñ îñè X ìû
îïóñòèì ðàäè êðàòêîñòè çàïèñè:

miR
2
iβ = Mi

Çäåñü Ri - ðàññòîÿíèå îò îñè X äî i-îé òî÷êè. Îáðàòèòå âíèìàíèÿ, ÷òî
óãëîâîå óñêîðåíèå ó âñåõ òî÷åê òâåðäîãî òåëà îäèíàêîâîå. Îòìåòèì, ÷òî
âñå òî÷êè âðàùàþòñÿ ïî îêðóæíîñòÿì öåíòðû êîòîðûõ ëåæàò íà îñè
âðàùåíèÿ X. Òîãäà ìîæåì ïðîñóììèðîâàòü äëÿ âñåõ òî÷åê:∑

i

miR
2
i · β =

∑
i

Mi

Îïðåäåëåíèå 5.11 Ìîìåíòîì èíåðöèè òåëà îòíîñèòåëüíî îñè íàçû-
âàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñóììà:

J =
∑

miR
2
i

ãäå mi - ìàññà ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê èç êîòîðûõ ñîñòîèò òåëî, à Ri -
ðàññòîÿíèå îò îñè äî ýòèõ òî÷åê. Ìîìåíò èíåðöèè ÿâëÿåòñÿ ìåðîé
ñïîñîáíîñòè òåëà ñîïðîòèâëÿòüñÿ åãî ðàñêðó÷èâàíèþ:

Òîãäà äëÿ òâåðäîãî òåëà ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü çàêîí âðàùàòåëü-
íîãî äâèæåíèÿ:

Òåîðåìà 5.2 Çàêîí âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ: ñóììà ìîìåíòîâ
âíåøíèõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà òåëî îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé îñè ðàâ-
íà ïðîèçâåäåíèþ ìîìåíòà èíåðöèè îòíîñèòåëüíî ýòîé îñè íà óãëîâîå
óñêîðåíèå. ∑

i

Mi = J · β (5.10)
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Â î÷åðåäíîé ðàç îòìåòèì, ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî ïëîñêîå äâèæå-
íèå, òî åñòü âñå âðàùåíèå ïðîèñõîäèëî îòíîñèòåëüíî îäíîé îñè, îäíàêî
ïðè ðàññìîòðåíèè áîëåå ñëîæíîãî òèïà äâèæåíèÿ ìû áóäåì äåéñòâîâàòü
ñõîæèì îáðàçîì: ìîæíî â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ñëîæíîå âðàùåíèå
ïðåäñòàâèòü êàê âðàùåíèå îòíîñèòåëüíî òðåõ âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿð-
íûõ îñåé, òî åñòü çàïèñàòü òðè çàêîíà âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ, êàæäûé
èç êîòîðûõ áóäåò îïèñûâàòü âðàùåíèå â ïëîñêîñòè ïåðïåíäèêóëÿðíîé
îäíîé èç ýòèõ îñåé: 

Jxβx =
∑

Mx

Jyβy =
∑

My

Jzβz =
∑

Mz

(5.11)

Çäåñü, âñå ìîìåíòû èíåðöèè è ìîìåíòû ñèë óæå ñ÷èòàåòñÿ êàæäûé
îòíîñèòåëüíî ñâîåé îñè. Ïîäðîáíåå ïðî ñëîæíîå äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà
÷èòàéòå â [5], [6] èëè [7].

5.3.3 Ïëîñêîå äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà

Êàê âèäíî, çàêîí âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ (5.10) î÷åíü íàïîìèíàåò 2ÇÍ
(4.1): àíàëîã ñèëû - ìîìåíò ñèëû, àíàëîã óñêîðåíèÿ - óãëîâîå óñêîðåíèå,
àíàëîã ìàññû - ìîìåíò èíåðöèè. Ïîýòîìó ìû ìîæåì ãîâîðèòü, ìîìåíò
èíåðöèè ïîêàçûâàåò êàê ñëîæíî ðàñêðó÷èâàòü òåëî. Â èòîãå ìû ìîæåì
ïîëó÷èòü ñèñòåìó óðàâíåíèé îïèñûâàþùèõ ïëîñêîå (ïëîñêîïàðàëëåëü-
íîå) äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà.

Òåîðåìà 5.3 Î ïëîñêîì äâèæåíèè òåëà. Ïëîñêîå äâèæåíèå òâåð-
äîãî òåëà ìîæíî ðàçáèòü íà ïîñòóïàòåëüíîå äâèæåíèå öåíòðà ìàññ
è âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå îòíîñèòåëüíî îñè ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð
ìàññ. Ïëîñêîå äâèæåíèå áóäåò îïèñûâàòüñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé:m

−→a ö =
∑−→

F

Jcβc =
∑

Mc

(5.12)

Çäåñü Jc, βc è
∑
Mc - ñîîòâåòñòâåííî ìîìåíò èíåðöèè, óãëîâîå óñêîðåíèå

è ìîìåíò ñèë îòíîñèòåëüíî îñè ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ìàññ.

5.3.4 Ìîìåíòû èíåðöèè íåêîòîðûõ ñèììåòðè÷íûõ

òåë

Êàê âèäíî èç çàêîíà âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ, íàì êðàéíå íåîáõîäèìî
çíàòü ìîìåíò èíåðöèè òåëà. Â ýòîì ïóíêòå ïðèâåäåì ñàìûå ðàñïðîñòðà-
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íåííûå ìîìåíòû èíåðöèè, à äîêàçàòåëüñòâà îñòàâèì íà ñîâåñòè äîáðîñî-
âåñòíîãî ÷èòàòåëÿ.

Ïðèìåð 5.1 Êîëüöî, îòíîñèòåëüíî îñè ñèììåòðèè:

A

J = mR2 (5.13)

Ïðèìåð 5.2 Òîíêîñòåííûé öèëèíäð, îòíîñèòåëüíî îñè ñèììåòðèè:

R

J = mR2 (5.14)

Ïðèìåð 5.3 Äèñê, îòíîñèòåëüíî îñè ñèììåòðèè:

A

J =
mR2

2
(5.15)

Ïðèìåð 5.4 Ñïëîøíîé öèëèíäð, îòíîñèòåëüíî îñè ñèììåòðèè:
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R

mR2

2
(5.16)

Ïðèìåð 5.5 Ñòåðæåíü, îòíîñèòåëüíî ïåðïåíäèêóëÿðíîé ñòåðæíþ
îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç åãî ñåðåäèíó:

l

J =
ml2

12
(5.17)

Ïðèìåð 5.6 Ñòåðæåíü, îòíîñèòåëüíî ïåðïåíäèêóëÿðíîé ñòåðæíþ
îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç åãî êðàé:

l

J =
ml2

3
(5.18)

5.3.5 Òåîðåìà Ãþéãåíñà - Øòåéíåðà

Â ïðåäûäóùåì ïóíêòå ìû çàïèñàëè ìîìåíò èíåðöèè ñòåðæíÿ îòíîñè-
òåëüíî äâóõ ïàðàëëåëüíûõ îñåé. Åñòü ìíåíèå, ÷òî âñå ýòî çàïîìíèòü
íåâîçìîæíî, äà è íå íóæíî. Íóæíî ïðîñòî íàó÷èòüñÿ âûðàæàòü ìîìåíò
èíåðöèè îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîé îñè, çíàÿ ìîìåíò èíåðöèè îòíîñè-
òåëüíî êàêîé-íèáóäü õîðîøåé.
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Òåîðåìà 5.4 Òåîðåìà Ãþéãåíñà-Øòåéíà - ìîìåíò èíåðöèè îòíîñè-
òåëüíî ïðîèçâîëüíîé îñè A ðàâåí ñóììå ìîìåíòà èíåðöèè îòíîñè-
òåëüíî îñè ïàðàëëåëüíîé îñè A è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ìàññ è ìàññû
òåëà, óìíîæåííîé íà ðàññòîÿíèå ìåæäó ýòèìè îñÿìè â êâàäðàòå:

JA = Jö.ì. +mr2
A→ö.ì. (5.19)

Äîêàçàòåëüñòâî:

ri→A

rA→ö.ì. rö.ì.→i

A
i

ö.ì.

Ðèñ. 5.2: Ïðîèçâîëüíîå òåëî

Ðàñïèøåì ïî îïðåäåëåíèþ ìîìåíò èíåðöèè îòíîñèòåëüíî îñè, ïðîõî-
äÿùåé ÷åðåç òî÷êó A:

JA =
∑
i

mir
2
A→i

Èç çàêîíà ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ:

−→r A→i = −→r A→ö.ì. +−→r ö.ì.→i

Òîãäà:

JA =
∑
i

mi(
−→r A→ö.ì. +−→r ö.ì.→i)

2 =

=
∑
i

mir
2
A→ö.ì. +

∑
i

mir
2
ö.ì.→i + 2

∑
i

mi
−→r A→ö.ì.

−→r ö.ì.→i =

= mr2
A→ö.ì. + Jö.ì. + 2−→r A→ö.ì. ·

∑
i

mi
−→r ö.ì.→i

Èç îïðåäåëåíèÿ öåíòðà ìàññ
∑

imirö.ì.→i = 0, òîãäà:

JA = mr2
A→ö.ì. + Jö.ì.

Ïðèìåð 5.7 Çíàÿ ìîìåíò èíåðöèè ñòåðæíÿ, îòíîñèòåëüíî îñè, ïðî-
õîäÿùåé ÷åðåç öåíòð, íàéòè ìîìåíò èíåðöèè îòíîñèòåëüíî îñè, ïðî-
õîäÿùåé ÷åðåç êðàé ñòåðæíÿ.
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l

l
2

A
ö.ì.

Jö.ì. =
ml2

12
Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ãþéãåíñà-Øòåéíåðà, íàéäåì ìîìåíò èíåðöèè îòíî-
ñèòåëüíî A:

JA =
ml2

12
+m

(
l

2

)2

=
ml2

12
+
ml2

4
=
ml2

3

5.4 Ñòàòèêà

Êàê âû ìîãëè çàìåòèòü, íå âñå òåëà âîêðóã äâèãàþòñÿ èëè âðàùàþò-
ñÿ. Áîëüøèíñòâî òåë ïîêîÿòñÿ îòíîñèòåëüíî êàêîé-íèáóäü èíåðöèàëüíîé
ÑÎ. Äàâàéòå îòâåòèì íà îäèí âàæíûé âîïðîñ: êîãäà òâåðäîå òåëî áóäåò
íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèå ïîêîÿ? Íî ïðåæäå âûÿñíèì, ÷òî òàêîå ðàâíîâåñèå.

Îïðåäåëåíèå 5.12 Ðàâíîâåñèå - ñîñòîÿíèå òåëà, ïðè êîòîðîì âñå
òî÷êè òåëà íàõîäÿòñÿ â ïîêîå.

Îïðåäåëåíèå 5.13 Ñòàòèêà - ðàçäåë ìåõàíèêè, â êîòîðîì èçó÷àþò-
ñÿ óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ òåë.

Ñòàòèêà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì äèíàìèêà âðàùàòåëüíîãî äâèæå-
íèÿ, à çíà÷èò óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ òâåðäîãî òåëà ìû ñìîæåì ïîëó-
÷èòü èç ñèñòåìû óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ äèíàìèêó âðàùàòåëüíîãî
äâèæåíèÿ(5.12):

1. Öåíòð ìàññ ïîêîèòñÿ - ñóììà âñåõ ñèë äåéñòâóþùèõ íà òåëî ðàâíà
íóëþ.

2. Îòñóòñòâóåò âðàùåíèå - ñóììà ìîìåíòîâ ñèë äåéñòâóþùèõ íà òåëî
îòíîñèòåëüíî ëþáîé îñè ðàâíà íóëþ.

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ðàâåíñòâî íóëþ ñóììû ñèë è ñóììû ìîìåíòà ñèë
îçíà÷àåò òîëüêî, ÷òî óñêîðåíèå öåíòðà ìàññ è óãëîâîå óñêîðåíèå ðàâíî
íóëþ, íî ýòî íå îçíà÷àåò, ÷òî òåëî ïîêîèòñÿ. Öåíòð ìàññ ìîæåò ÐÏÄ
è òåëî âðàùàòüñÿ ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ. Îäíàêî, â áîëüøèí-
ñòâå çàäà÷ òåëî ïåðâîíà÷àëüíî ïîêîèòñÿ è ïîýòîìó, ïðèâåäåííûå âûøå
òðåáîâàíèÿ äîñòàòî÷íû äëÿ ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Òåïåðü ìû ìîæåì
ñôîðìóëèðîâàòü íåñêîëüêî çàáàâíûõ òåîðåì.

86
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Òåîðåìà 5.5 Åñëè ñóììà ñèë äåéñòâóþùèõ íà òåëî è ñóììà ìîìåí-
òîâ ñèë îòíîñèòåëüíî îäíîé òî÷êè ðàâíà íóëþ, òî ñóììà ìîìåíòîâ
ñèë îòíîñèòåëüíî ëþáîé òî÷êè ðàíà íóëþ.

Ïóñòü ñóììà ìîìåíòîâ ñèë îòíîñèòåëüíî òî÷êè A ðàâíà íóëþ. Çàïèøåì
ñóììó ìîìåíòîâ ñèë îòíîñèòåëüíî òî÷êè B:

−→
MB =

∑
i

−→r Bi×
−→
F i =

∑
i

(−→r Ai+
−→
BA)×

−→
F i =

∑
i

−→r Ai×
−→
F i+

−→
BA×

∑
i

−→
F i

Ïåðâîå ñëàãàåìîå áóäåò ðàâíî íóëþ, òàê êàê ýòî ñóììà ìîìåíòîâ ñèë îò-
íîñèòåëüíî òî÷êè A. À âòîðàÿ ñóììà ðàâíà íóëþ, òà êàê ýòî ñóììà âñåõ
ñèë, äåéñòâóþùèõ íà òåëî. À çíà÷èò è ñóììà ìîìåíòîâ ñèë îòíîñèòåëüíî
ïðîèçâîëüíîé òî÷êè B ðàâíà íóëþ.
Ñëåäóþùèå òåîðåìû ìû ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà, â êà÷åñòâå óïðàæ-
íåíèÿ äëÿ ÷èòàòåëÿ.

Òåîðåìà 5.6 Åñëè â öåíòð òÿæåñòè �âîòêíóòü� èãîëî÷êó, òî òåëî
áóäåò íàõîäèòñÿ â ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ.

Òåîðåìà 5.7 Åñëè ïîâåñèòü òåëî çà ëþáóþ òî÷êó, òî öåíòð òÿæå-
ñòè áóäåò íàõîäèòñÿ íà âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ýòó
òî÷êó.
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Ãëàâà 6

Èìïóëüñ

Îäèí ñäåëàííûé øàã ïðèäàåò ñèëû.

�Íåòåðïåíèå ñåðäöà�, Ñòåôàí Öâåéã

Êàê ìû óæå îòìå÷àëè â ðàçäåëå 5.3 çàêîíîâ Íüþòîíà è çàêîíà âðà-
ùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ äîñòàòî÷íî äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà,
îäíàêî âî ìíîãèõ çàäà÷àõ îêàçûâàåòñÿ óäîáíûì ïîëüçîâàòüñÿ íîâûì ïî-
íÿòèåì - èìïóëüñîì. Èñòîðè÷åñêè èìïóëüñ ïîÿâèëñÿ â íàòóðôèëîñîô-
ñêîé òåîðèè èìïåòóñà. Ìû æå â äàííîé ãëàâå íå áóäåì îñòàíàâëèâàòüñÿ
íà èñòîðèè èìïóëüñà, à èçó÷èì çàêîíû ñâÿçàííûå ñ íèì è ðàññìîòðèì
ïðèìåðû åãî ïðèìåíåíèÿ.

6.1 Èìïóëüñ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè

Îïðåäåëåíèå 6.1 Èìïóëüñ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè - ýòî âåêòîðíàÿ ôè-
çè÷åñêàÿ âåëè÷èíà, ðàâíàÿ ïðîèçâåäåíèþ ìàññû òåëà íà åãî ñêîðîñòü,
íàïðàâëåíèå èìïóëüñà ñîíàïðàâëåíî ñ íàïðàâëåíèåì âåêòîðà ñêîðîñòè.

−→p = m−→v (6.1)

[p] = [
êã · ì
ñ

] = [Í · ñ] (6.2)

Ïóñòü
−→
F - ðàâíîäåéñòâóþùàÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ýòî òåëî ìàññîé

m. Çàïèøåì âòîðîé çàêîí Íüþòîíà:

−→
F = m−→a . (6.3)
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Êàê Âû óæå çíàåòå,óñêîðåíèå òåëà a ðàâíî ïðîèçâîäíîé âåêòîðà ñêî-
ðîñòè. Ïðèìåíèâ ýòè çíàíèÿ, ÷óòü èçìåíèì ôîðìóëó (6.3) :

−→
F = m

d−→v
dt
.

Âíåñåì ìàññó ïîä çíàê äèôôåðåíöèàëà:

−→
F =

d(m−→v )

dt
.

Çàìåòèì, ÷òî m−→v ïî îïðåäåëåíèþ èìïóëüñ òåëà.

−→
F =

d−→p
dt

(6.4)

Îïðåäåëåíèå 6.2 Âòîðîé çàêîí Íüþòîíà â èìïóëüñíîé ôîðìå - ðàâ-
íîäåéñòâóþùàÿ ê òåëó ñèëà ðàâíà ïðîèçâîäíîé èìïóëüñà òåëà:

−→
F =

d−→p
dt

(6.5)

6.2 Èìïóëüñ òåëà (ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ
òî÷åê)

Äî ýòîãî ìû ãîâîðèëè òîëüêî èìïóëüñ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, à òåïåðü
ðàññìîòðèì èìïóëüñ òåëà (èëè ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê)

Îïðåäåëåíèå 6.3 Èìïóëüñ òåëà - ñóììàðíûé èìïóëüñ âñåõ ìàòåðè-
àëüíûõ òî÷åê èõ êîòîðûõ ñîñòîèò ýòî òåëî

−→p =
N∑
i=1

−→p i (6.6)

Äàííîå îïðåäåëåíèå ñ îäíîé ñòîðîíû î÷åíü ïðîñòîå, íî íå âñåãäà óäîáíîå
äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ, òàê êàê ïðè îïèñàíèå äâèæåíèÿ òåëà ìû ïðèâûêëè
îïåðèðîâàòü ïîíÿòèåì öåíòðà ìàññ. Èç-çà çà ýòîãî âîçíèêàåò ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà.

Òåîðåìà 6.1 Èìïóëüñ òåëà ðàâåí ìàññå òåëà óìíîæèòü íà ñêîðîñòü
öåíòðà ìàññ.
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6.2. ÈÌÏÓËÜÑ ÒÅËÀ (ÑÈÑÒÅÌÛ ÌÀÒÅÐÈÀËÜÍÛÕ ÒÎ×ÅÊ)

Ïðåæäå ÷åì äîêàçûâàòü äàííóþ òåîðåìó, äàâàéòå âñïîìíèì ÷åìó ðàâíà
ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ. Çàïèøåì îïðåäåëåíèå öåíòðà ìàññ:

−→r ö.ì. =

∑
i
−→r imi∑
imi

(6.7)

ïðîäèôôåðåíöèðóåì è òîãäà ïîëó÷èì:

−→v ö.ì. =

∑
i
−→v imi∑
imi

(6.8)

Òåïåðü ðàñïèøåì îïðåäåëåíèå èìïóëüñà òåëà (ñèñòåìû òî÷åê):

−→p =
∑
i

−→p i =
∑
i

−→v imi =
∑
i

mi

∑
i
−→v imi∑
imi

= mòåëà · −→v ö.ì. (6.9)

Òàêèì îáðàçîì, èìïóëüñ òåëà òåïåðü ìîæíî ñ÷èòàòü î÷åíü ïðîñòî - äî-
ñòàòî÷íî íàéòè ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ.Êñòàòè, îò ñþäà ñëåäóåò î÷åâèäíûé
âûâîä: èìïóëüñ ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ ðàâåí íóëþ.
Òîãäà ìû ìîæåì çàïèñàòü âòîðîé çàêîí Íüþòîíà â èìïóëüñíîé ôîðìå
äëÿ òåëà. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê. Äëÿ êàæäîé òî÷êè
ìû ìîæåì çàïèñàòü âòîðîé çàêîí Íüþòîíà â èìïóëüñíîé ôîðìå:

d−→pi
dt

=
−→
Fi +

∑
j

−→
Fij (6.10)

ãäå
−→
Fi ñóììà âíåøíèõ(ïî îòíîøåíèþ ê ñèñòåìå òî÷åê) ñèë, äåéñòâóþùèõ

íà i-óþ òî÷êó, à
−→
Fij - ñèëà ñ êîòîðîé j-àÿ òî÷êà äåéñòâóåò íà i-óþ. Òîãäà

ïðîñóììèðîâàâ ïî âñåì òî÷êàì ïîëó÷èì:∑
i

d−→pi
dt

=
∑
i

−→
Fi +

∑
i

∑
j

−→
Fij (6.11)

Ñëàãàåìîå
∑

i

∑
j

−→
Fij ðàâíî íóëþ, òàê êàê ïî òðåòüåìó çàêîíó Íüþòîíà

−→
Fij = −

−→
Fji Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷àåì âòîðîé çàêîí Íüþòîíà â èì-

ïóëüñíîé ôîðìå äëÿ ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê (òåëà).

Òåîðåìà 6.2 Ïðîèçâîäíàÿ èìïóëüñà òåëà (ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ
òî÷åê) ðàâíà ñóììå âñåõ âíåøíèõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà òåë:∑

i

d−→pi
dt

=
∑
i

−→
Fi (6.12)

91



ÃËÀÂÀ 6. ÈÌÏÓËÜÑ

6.3 Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ è èçìåíåíèÿ èì-
ïóëüñà

Èç âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà â èìïóëüñíîé ôîðìå ñëåäóåò ìíîæåñòâî ïðî-
ñòûõ íî âàæíûõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ. Ïðèâåäåì èõ âñå áåç äîêàçàòåëü-
ñòâà, òàê êàê îíî î÷åâèäíî. Äëÿ ýêîíîìèè áóìàãè ìû áóäåì ñðàçó ôîð-
ìóëèðîâàòü âñå çàêîíû äëÿ ñèñòåìû òåë, íî îíè, êîíå÷íî, ïðèìåíèìû è
äëÿ îäíîé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè. Õî÷åòñÿ òàê æå îòìåòèòü, ÷òî ñèñòåìà
òî÷åê, ñèñòåìà òåë èëè ïðîñòî òåëî ÿâëÿþòñÿ äëÿ íàñ ýêâèâàëåíòíûìè
ïîíÿòèÿìè, òàê êàê âñå ýòî ïðîñòî ìíîæåñòâî ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê.

Òåîðåìà 6.3 Çàêîí èçìåíåíèÿ èìïóëüñà äëÿ ñèñòåìû òåë:

d−→p =
∑−→

F âíåøidt (6.13)

Òåîðåìà 6.4 Çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà äëÿ ñèñòåìû òåë. Åñëè ñóì-
ìà âíåøíèõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ñèñòåìó ðàâíà íóëþ, òî èìïóëüñ
ñèñòåìû íå ìåíÿåòñÿ:∑−→

F âíåøi = 0 ⇒ −→p = const (6.14)

Òåîðåìà 6.5 Çàêîí èçìåíåíèÿ ïðîåêöèè èìïóëüñà äëÿ ñèñòåìû òåë:

dpx =
∑

Fx âíåø idt (6.15)

Òåîðåìà 6.6 Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ïðîåêöèè èìïóëüñà äëÿ ñèñòåìû òåë.
Åñëè ñóììà ïðîåêöèé âíåøíèõ ñèë íà êàêóþ-òî îñü, äåéñòâóþùèõ íà
ñèñòåìó ðàâíà íóëþ, òî ïðîåêöèÿ èìïóëüñ ñèñòåìû íà ýòó îñü íå ìå-
íÿåòñÿ íå ìåíÿåòñÿ:∑

Fx âíåø i = 0 ⇒ px = const (6.16)

Íåîáõîäèìî îáðàòèòü âíèìàíèå, íà ñëåäñòâèå çàêîíà èçìåíåíèÿ èì-
ïóëüñà äëÿ ñèñòåìû òåë: ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ ñèñòåìû òåë ìîæåò èç-
ìåíèòü òîëüêî åñëè íà ñèñòåìó áóäóò äåéñòâîâàòü âíåøíèå ñèëû. Ýòî
êàæåòñÿ î÷åâèäíûì, îäíàêî íàì õîòåëîñü âñå ðàâíî îáðàòèòü íà ýòî âíè-
ìàíèå.

92



6.4. ÐÅÀÊÒÈÂÍÎÅ ÄÂÈÆÅÍÈÅ

6.4 Ðåàêòèâíîå äâèæåíèå

Êàê âèäíî èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà, åñëè ÷àñòü òåëà ïîëåòèò â
îäíó ñòîðîíó, òî îñòàâøàÿñÿ óñêîðèòñÿ. Ýòà èäåÿ ëåæèò â îñíîâå ðåàê-
òèâíîãî äâèæåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 6.4 Ðåàêòèâíîå äâèæåíèå - äâèæåíèå, ïðîèñõîäÿùåå çà
ñ÷åò îòäåëåíèÿ ÷àñòè òåëà ñ îïðåäåëåííîé ñêîðîñòüþ.

Äëÿ íà÷àëà ðàññìîòðèì ïðîñòîé ñëó÷àé ðåàêòèâíîãî äâèæåíèÿ.

Ïðèìåð 6.1 Ïóñòü ðàêåòà ìàññîé M â ïåðâîíà÷àëüíûé ìîìåíò ïî-
êîèëàñü. Ïîòîì ðàêåòà âûáðàñûâàåò (áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìãíîâåííî)
îòíîñèòåëüíî ñåáÿ âëåâî ïîðöèþ òîïëèâà ìàññîé m ñî ñêîðîñòüþ u.
Íàéäåì ñêîðîñòü ðàêåòû ïîñëå.

M

m−→v −→u

Ðèñ. 6.1: Ðàêåòà, ëåòàþùàÿ çà ñ÷åò ðåàêòèâíîé ñèëû

Çàïèøåì çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ
ðàêåòîé (òî åñòü ïîêîÿùåéñÿ):

0 = (M −m)v − um (6.17)

Èç âûðàæåíèÿ (6.17) ïîëó÷àåì çíà÷åíèå ñêîðîñòè ïîñëå îòäåëåíèÿ
òîïëèâà ìàññîé m:

v = u
m

M −m
(6.18)

6.4.1 Óðàâíåíèå Ìåùåðñêîãî

Òåïåðü ðàññìîòðèì íåïðåðûâíûé ñëó÷àé.
Ïóñòü íàøà ðàêåòà â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè t ëåòèò ñî ñêîðîñòüþ

−→v (t) îòíîñèòåëüíî íàñ è èìååò ìàññó M(t) è îáîçíà÷èì çà µ ðàñõîä òîï-
ëèâà â åäèíèöó âðåìåíè. Ñêîðîñòü òîïëèâà îòíîñèòåëüíî ðàêåòû ðàâíà
u.

[µ] = [
êã

c
]
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a)

á)

v(t)

v(t+ dt) = v(t) + dv(t)u− v(t)

Ðèñ. 6.2: Ëåòÿùàÿ ðàêåòà

×åðåç ìàëûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè, ðàâíûé dt, åå ìàññà èçìåíèëàñü:

M(t+ dt) = M(t)− µdt

Çà ýòî âðåìÿ ñêîðîñòü ðàêåòû èçìåíèëàñü íà dv, òîãäà ñêîðîñòü ñòàëà
ðàâíîé

v(t+ dt) = v(t) + dv

Çàïèøåì çàêîí ñîõðàíåíèÿ ïðîåêöèè èìïóëüñà äëÿ ðàêåòû îòíîñè-
òåëüíî íàñ (íå çàáóäåì, ÷òî u - ñêîðîñòü òîïëèâà îòíîñèòåëüíî ðàêåòû,
à íå îòíîñèòåëüíî íàñ):

M(t)v(t) = (M(t)− µdt)(v(t) + dv)− µdt(u− v(t))

M(t)v(t) = M(t)v(t) +M(t)dv − µv(t)dt− µdvdt+ µv(t)dt− µudt

µdtdv ïðåíåáðåæèìî ìàëî, ïîýòîìó

M(t)dv = µdtu

Ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà íà dt, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå Ìåùåðñêîãî:

M(t)
dv

dt
= µu (6.19)

Âåëè÷èíó µu èíîãäà íàçûâàþò ðåàêòèâíîé ñèëîé, è îíà ïîñòîÿííà,
îäíàêî óñêîðåíèå ðàêåòû íå áóäåò ïîñòîÿííûì èç-çà ïåðåìåííîé ìàññû.
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Ìîæíî åùå íàïèñàòü çàêîí èçìåíåíèÿ ìàññû:M(t) = M0−µt, òîãäà äëÿ
ðåàêòèâíîé ñèëû ïîëó÷èì:

= µu = (M0 − µt)
dv

dt
(6.20)

Õî÷åòñÿ îòìåòèòü, ÷òî òàêîé æå ðåçóëüòàò ìû ìîãëè áû ïîëó÷èòü çàïèñàâ
çàêîí ñîõðàíåíèÿ ïðîåêöèè èìïóëüñà íà îòíîñèòåëüíî ÑÎ, äâèãàþùåéñÿ
ñî ñêîðîñòüþ v(t), òî åñòü ñîâïàäàþùåé ñ ðàêåòîé â íà÷àëå ðàññìàòðè-
âàåìîãî ìîìåíòà:

0 = (M(t)− µdt)dv − µdtu (6.21)

6.4.2 Ôîðìóëà Öèîëêîâñêîãî

Îïðåäåëåíèå 6.5 Ôîðìóëà Öèîëêîâñêîãî îïðåäåëÿåò ñêîðîñòü, êîòî-
ðóþ ðàçâèâàåò ëåòàòåëüíûé àïïàðàò ïîä âîçäåéñòâèåì òÿãè ðàêåòíî-
ãî äâèãàòåëÿ, íåèçìåííîé ïî íàïðàâëåíèþ, ïðè îòñóòñòâèè âñåõ äðó-
ãèõ ñèë.

Çàïèøåì óðàâíåíèå Ìåùåðñêîãî íåìíîãî â äðóãîì âèäå:

dv =
µudt

M0 − µt

Ïðîèíòåãðèðóåì (òî åñòü ñëîæèì âñå èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè çà ìàëûå
ïðîìåæóòêè âðåìåíè) îò íà÷àëüíîãî âðåìåíè äî ïðîèçâîëüíîãî ìîìåíòà
âðåìåíè t:

∫ v(t)

v0

dv =

∫ t

0

µudt

M0 − µt
= −u

∫ t

0

d(M0 − µt)
M0 − µt

= −u ln
M0 − µt
M0

Òîãäà

v(t)− v0 = u ln
M0

M0 − µt
Ïåðåíåñåì v0 íàïðàâî è ïîëó÷èì ôîðìóëó Öèîëêîâñêîãî:

v(t) = v0 + u ln
M0

M0 − µt
(6.22)

Îòìåòèì, ÷òî çäåñü ìû ïðåíåáðåãëè âçàèìîäåéñòâèåì ñ Çåìëåé, â ðåàëü-
íûõ æå ðàñ÷åòàõ ïîëåòà ðàêåò îáÿçàòåëüíî íóæíî ó÷åñòü ïðèòÿæåíèå ê
Çåìëå, îäíàêî òàêèå çàäà÷è îáû÷íî ðåøàþò ÷èñëåííî (èñïîëüçóÿ êîì-
ïüþòåðû), òàê êàê àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå íå âñåãäà âîçìîæíî ïîëó÷èòü.
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Ãëàâà 7

Ýíåðãèÿ

- Ïîñëå ñòîëüêèõ ëåò?

- Âñåãäà!

�Ãàððè Ïîòòåð è Äàðû Ñìåðòè�

Äæ. Ê. Ðîóëèíã

Â îáû÷íîé æèçíè âû î÷åíü ÷àñòî âñòðå÷àëè òàêèå ïîíÿòèÿ, êàê ýíåð-
ãèÿ èëè ðàáîòà. Îäíàêî, äî ñèõ ïîð ìû íå ñòàëêèâàëèñü ñ íèìè. Ïî÷åìó?
Êàê ìû ãîâîðèëè ïðåæäå (Ãëàâà 6) äëÿ ðåøåíèÿ âñåõ çàäà÷ ìåõàíèêè
ó íàñ óæå åñòü çàêîíû Íüþòîíà è çàêîí âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ. Íî,
ìîæíî ñèëüíî óïðîñòèòü æèçíü è äëÿ ýòîãî ìû è ââåäåì òàêèå åñòåñòâåí-
íûå ïîíÿòèÿ, êàê ðàáîòà è ýíåðãèÿ.

7.1 Ðàáîòà ñèëû

Îïðåäåëåíèå 7.1 Ðàáîòîé ïîñòîÿííîé ñèëû íàçûâàåòñÿ ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå ñèëû íà ïåðåìåùåíèå

∆−→r

−→
F

α

Ðèñ. 7.1: Ðàáîòà ñèëû

A =
−→
F ∆−→r = |∆r| · |F | cosα (7.1)

Äðóãèìè ñëîâàìè, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ðàáîòà ïîñòîÿííîé ñèëû ýòî ñèëà
óìíîæåííàÿ íà ïåðåìåùåíèå âäîëü ïðÿìîé äåéñòâèÿ ýòîé ñèëû. Îòäåëü-
íî õî÷åòñÿ îòìåòèòü, ÷òî åñëè ñèëà ïåðïåíäèêóëÿðíà ïåðåìåùåíèþ, òî
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ðàáîòà áóäåò ðàâíà íóëþ. Òàê êàê ïåðåìåùåíèå òåëà çàâèñèò îò âûáîðà
ÑÎ, òî îòìåòèì, ÷òî ðàáîòà çàâèñèò îò âûáîðà ÑÎ.

7.1.1 Ðàáîòà ïåðåìåííîé ñèëû

Åñëè ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà òåëî, ïåðåìåíà, òî ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü
ðàáîòó ïðè ìàëîì ïåðåìåùåíèè:

Îïðåäåëåíèå 7.2 Ýëåìåíòàðíàÿ ðàáîòîé íàçûâàåòñÿ ñêàëÿðíîå ïðî-
èçâåäåíèå ñèëû íà ìàëîå ïåðåìåùåíèå ïåðåìåùåíèå. Ïîä ìàëûì ïåðåìå-
ùåíèåì ïîäðàçóìåâàåòñÿ ïåðåìåùåíèå, ïðè êîòîðîì èçìåíåíèåì ñèëû
ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

dA =
−→
F d−→r (7.2)

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðÿìîëèíåéíîå äâèæåíèå âäîëü îñè X ïîä äåéñòâèåì
ïåðåìåííîé ñèëû F (x). Çäåñü ñèëà ìîæåò äåéñòâîâàòü íå òîëüêî âäîëü
îñè X, íî ïîä ñèëîé F (x) ìû ïîäðàçóìåâàåì åå ïðîåêöèþ íà îñü X Òîãäà
ýëåìåíòàðíàÿ ðàáîòà:

dA(x) = F (x)dx (7.3)

Ñóììèðóþ (èíòåãðèðóþ) ïî îñè X îò íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ x1 äî êî-
íå÷íîãî x2:

A =

x2∫
x1

Fdx (7.4)

Òàêèì îáðàçîì, ðàáîòà ïåðåìåííîé ñèëû áóäåò ðàâíà ïëîùàäè ïîä ãðà-
ôèêîì F (x), ñîãëàñèòåñü, î÷åíü ïîõîæå íà ïåðåìåùåíèå òåëà, äâèãàþùå-
ãîñÿ ñ ïåðåìåííîé ñêîðîñòüþ.

7.1.2 Ìîùíîñòü

Êòî êðó÷å ÷åðåïàõà èëè ñëîí? Ñòðàííûé âîïðîñ. Î÷åâèäíî, ÷òî ñèëà ñëî-
íà ìíîãî áîëüøå ñèëû ÷åðåïàõè, îäíàêî ÷åðåïàõè æèâóò ñèëüíî äîëüøå
è óñïåþò ñîâåðøèòü îãðîìíóþ ðàáîòó. ×òî áû íå áûëî òàêîé íåîäíîçíà÷-
íîñòè, ìû ââåäåì ïîíÿòèåì íîâóþ ôèçè÷åñêóþ âåëè÷èíó - ìîùíîñòü.

Îïðåäåëåíèå 7.3 Ñðåäíÿÿ ìîùíîñòü - ðàáîòà, ñîâåðøåííàÿ çà åäèíè-
öó âðåìåíè.

Pñð =
A

∆t
(7.5)
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X

F

x1 x2

A

Ðèñ. 7.2: Ðàáîòà ïåðåìåííîé ñèëû

Îïðåäåëåíèå 7.4 Ìãíîâåííàÿ ìîùíîñòü - îòíîøåíèå ðàáîòû ñîâåð-
øåííîé çà áåñêîíå÷íî ìàëûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè ê ýòîìó ïðîìå-
æóòêó âðåìåíè. Èëè ïðîèçâîäíàÿ ðàáîòû ïî âðåìåíè

P (t) =
dA

dt
(7.6)

Èç îïðåäåëåíèÿ ìãíîâåííîé ìîùíîñòè ìîæíî ïîëó÷èòü:

P (t) =
dA

dt
=
F (t)dx

dt
= F (t)v(t) (7.7)

Çàìåòèì, ÷òî òàêîé æå ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü íå òîëüêî äëÿ ïðÿìî-
ëèíåéíîãî äâèæåíèÿ:

P (t) =
dA

dt
=

−→
F (t)

−→
dr

dt
=
−→
F (t)−→v (t) (7.8)

Îòìåòèì, ÷òî ìãíîâåííàÿ è ñðåäíÿÿ ìîùíîñòü î÷åíü ïîõîæè íà ìãíî-
âåííóþ è ñðåäíþþ ñêîðîñòü. Â êàêîì-òî ñìûñëå ìîùíîñòü ýòî è åñòü
ñêîðîñòü - ñêîðîñòü ñîâåðøåíèÿ ðàáîòû.

7.2 Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ

Îïðåäåëåíèå 7.5 Êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ìàññîé
m, äâèãàþùåéñÿ ñ ñêîðîñòüþ v - ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà ðàâíàÿ mv2

2 .

Òàêîå îïðåäåëåíèå ìîæåò ïîêàçàòüñÿ ñòðàííûì, îäíàêî îíî ðàñêðîåòñÿ
â ñëåäóþùåé òåîðåìå.
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Òåîðåìà 7.1 Òåîðåìà î êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè òåëà: èçìåíåíèå
êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ìàòåðèàëüíîé ðàâíî ðàáîòå âñåõ ñèë, äåéñòâó-
þùèõ íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó.

∆Eêèí = A (7.9)

Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ñëó÷àé - ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà áóäåò óñêîðÿòüñÿ
âäîëü îñè X ïîä äåéñòâèåì ïîñòîÿííîé ñèëû F Íàéäåì ðàáîòó, êîòî-
ðóþ íóæíî ñîâåðøèòü íàä ìàòåðèàëüíîé òî÷êîé, ÷òîáû ðàçîãíàòü åãî îò
ñêîðîñòè v1 äî v2.

v1 v2

X

F

Ðèñ. 7.3: Ðàçãîí òåëà îò v1 äî v2

Çàïèøåì ôîðìóëó ïóòè áåç âðåìåíè (2.29):

∆x =
v2

2 − v2
1

2a

Òîãäà ðàáîòà ðàâíà:

Aâíåø = F∆x =
F

a

v2
2 − v2

1

2
=
mv2

2

2
− mv2

1

2
= ∆Eêèí ÷.ò.ä. (7.10)

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ýòî åñòü ðà-
áîòà, êîòîðóþ íóæíî ñîâåðøèòü, ÷òî áû ðàçîãíàòü ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó
îò íóëÿ äî ñêîðîñòè v.

Óïðàæíåíèå 7.1 Äîêàæèòå òåîðåìó 7.1 äëÿ ðàáîòû ïåðåìåííîé ñè-
ëû.

Äî ýòîãî ìîìåíòà ìû ñ÷èòàëè êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ òîëüêî ìàòåðèàëü-
íûõ òî÷åê. Íóæíî ââåñòè ïîíÿòèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ñèñòåìû (òåëà).

Îïðåäåëåíèå 7.6 Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû ýòî ñóììà êèíå-
òè÷åñêèõ ýíåðãèé ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê èç êîòîðûõ ñîñòîèò ýòà ñè-
ñòåìà.
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Òåïåðü ìû ñìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó î êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè äëÿ
ñèñòåìû òåë.

Òåîðåìà 7.2 Î êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ñèñòåìû: èçìåíåíèå êèíå-
òè÷åñêîé ýíåðãèè òåëà ðàâíî ðàáîòå âñåõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà âñå
òî÷êè èç êîòîðûõ ñîñòîèò ñèñòåìà.

∆Eêèí =
∑

A (7.11)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû íåîáõîäèìî âñåãî ëèøü çàïèñàòü òåî-
ðåìó 7.1 äëÿ êàæäîé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè èç êîòîðûõ ñîñòîèò ñèñòåìà.

7.2.1 Òåîðåìà Ê¼íèãà

Êàæäûé ðàç êîãäà ìû ñòàëêèâàåìñÿ ñ ñèñòåìîé ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê
(òåë), ìû ïûòàåìñÿ âûðàçèòü ðàçíîîáðàçíûå ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû ÷åðåç
ïàðàìåòðû öåíòðà ìàññ. Òàê áûëî, íàïðèìåð, ñ èìïóëüñîì ñèñòåìû òî÷åê
(6.1), òàê áóäåò è ñåé÷àñ. Ïóñòü ó íàñ åñòü òî÷êè ñ ìàññîé mi, äâèãàþùè-
åñÿ ñî ñêîðîñòüþ −→v i. Ïóñòü öåíòð ìàññ ñèñòåìû äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ
−→v c, ñêîðîñòü òî÷êè îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ (Ö-ñèñòåìà) −→v ′i, òîãäà:

−→v i = −→v c +−→v ′i (7.12)

Íàéäåì ñâÿçü êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â ËÑÎ è Ö-ñèñòåìå.

Eêèí =
∑miv

2
i

2
=
∑mi(

−→v c +−→v ′i)2

2
=

=
∑miv

2
c

2
+
∑miv

2
i

2
+−→v c

∑
mi
−→v ′i (7.13)

Ïîñëåäíÿÿ ñóììà ðàâíà íóëþ èç îïðåäåëåíèÿ öåíòðà ìàññ (âîçüìèòå ïðî-
èçâîäíóþ îò âûðàæåíèÿ (5.2)): Òîãäà ïîëó÷àåì:

Eêèí =
mñèñòåìûv

2
c

2
+K ′ (7.14)

ãäå, K ′ - êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèö îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ.

Òåîðåìà 7.3 Òåîðåìà Êåíèãà - êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ìåõàíè÷åñêîé ñè-
ñòåìû åñòü ýíåðãèÿ äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ ïëþñ ýíåðãèÿ äâèæåíèÿ
îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ.
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7.2.2 Ýíåðãèÿ âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ

Ðàññìîòðèì òåïåðü êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ
òâåðäîãî òåëà îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîé îñè (çà÷àñòóþ ýòà îñü áóäåò
ïðîõîäèòü ÷åðåç öåíòð ìàññ). Ïóñòü ó íàñ åñòü òî÷êè ñ ìàññîé mi, íàõî-
äÿùèåñÿ íà ðàññòîÿíèè ri îò îñè è äâèãàþùèåñÿ ñî ñêîðîñòüþ −→v i.
Ðàñïèøåì èõ êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ ÷åðåç óãëîâóþ ñêîðîñòü (êîòîðàÿ
îáùàÿ äëÿ âñåõ òî÷åê):

Eêèí =
∑miv

2
i

2
=
∑mi(ωri)

2

2
=
∑mir

2
i

2
ω2 (7.15)

Âñïîìèíàÿ îïðåäåëåíèå ìîìåíòà èíåðöèè (5.11), ïîëó÷àåì î÷åíü êðàñè-
âîå âûðàæåíèå äëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè:

Eêèí =
Jω2

2
(7.16)

Çàìåòèì, ÷òî àíàëîãîì ìàññû çäåñü âûñòóïàåò ìîìåíò èíåðöèè, à àíà-
ëîãîì ñêîðîñòü óãëîâàÿ ñêîðîñòü.

7.3 Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ

Îïðåäåëåíèå 7.7 Ïîòåíöèàëüíàÿ (êîíñåðâàòèâíàÿ) ñèëà - ñèëà, ðà-
áîòà êîòîðîé ïî ïî ïåðåìåùåíèþ èç ëþáîé òî÷êè â ëþáóþ äðóãóþ íå
çàâèñèò îò ôîðìû òðàåêòîðèè, à çàâèñèò òîëüêî îò ðàñïîëîæåíèÿ
òî÷åê.

Îïðåäåëåíèå 7.8 Ïîòåíöèàëüíàÿ (êîíñåðâàòèâíàÿ) ñèëà - ñèëà, ðàáî-
òà êîòîðîé ïî ëþáîìó çàìêíóòîìó êîíòóðó ðàâíà íóëþ.

Óïðàæíåíèå 7.2 Äîêàæèòå ýêâèâàëåíòíîñòü äâóõ îïðåäåëåíèé.

Îïðåäåëåíèå 7.9 Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ - ôóíêöèÿ, ðàçíîñòü çíà-
÷åíèé êîòîðîé â äâóõ òî÷êàõ äàåò ðàáîòó ïîòåíöèàëüíîé ñèëû ïðè
ïåðåíîñå èç ïåðâîé òî÷êè âî âòîðóþ:

A1→2 = −(W2 −W1) = −∆W (7.17)
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7.3. ÏÎÒÅÍÖÈÀËÜÍÀß ÝÍÅÐÃÈß

Fóïð

x0 X

Fâíåø

Fâíåø

Ðèñ. 7.4: Ïðóæèíêè

7.3.1 Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ óïðóãîé äåôîðìàöèè

Óïðàæíåíèå 7.3 Äîêàçàòü, ÷òî ñèëà óïðóãîñòè - êîíñåðâàòèâíàÿ
ñèëà.

Êàê èçâåñòíî, ñèëà óïðóãîñòè ðàâíà

F (x) = −kx.

Íàéäåì ðàáîòó ñèëû óïðóãîñòè ïðè ðàñòÿæåíèè îò x1 äî x2. Ñèëà
ó íàñ ïåðåìåííàÿ, ïîýòîìó íàì íóæíî áóäåò ñ÷èòàòü èëè èíòåãðàë èëè
ïëîùàäü ïîä ãðàôèêîì F (x): Çàïèøåì ïî îïðåäåëåíèþ ðàáîòó :

Ax1→x2 =

x2∫
x1

F (x)dx =

x2∫
x1

−kxdx = −
x2∫
x1

kxdx = −
(
kx2

2

2
− kx2

1

2

)
(7.18)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ýíåðãèÿ ïðóæèíêè ðàâíà:

Wïðóæ =
kx2

2
(7.19)

ãäå, x - ðàñòÿæåíèå ïðóæèíû.
Íàñòîÿòåëüíî ðåêîìåíäóåì èñïîëüçîâàòü êîîðäèíàòíóþ çàïèñü óäëèíå-
íèÿ ïðóæèíêè äëÿ ñëîæíûõ çàäà÷, à íå ∆x Çàìåòèì, ÷òî ìû òóò íå
íàïèñàëè êîíñòàíòó, òàê êàê ðàçóìíî ñ÷èòàòü ýíåðãèþ íåðàñòÿíóòîé ïðó-
æèíêè ðàâíîé íóëþ.
Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî çäåñü ðàáîòó ìîæíî ñ÷èòàòü, êàê ïðîñòî ïëîùàäü
ïîä ãðàôèêîì (ïëîùàäü òðàïåöèè), íî íå çàáûòü ïðî ìèíóñ. Íî äëÿ ÷åãî-
òî âåäü ìû ó÷èëèñü èíòåãðèðîâàòü!
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X

−Fóïð

−Ax1→x2

F2

F1

x1 x2

Ðèñ. 7.5: Ãðàôèê çàâèñèìîñòè ñèëû óïðóãîñòè îò ðàñòÿæåíèÿ

7.3.2 Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ

Êàê âû çàìåòèëè, ìû ïîñëåäîâàòåëüíî èññëåäóåì íà ïîòåíöèàëüíîñòü
èçâåñòíûå íàì ñèëû. Âîò äîøëà î÷åðåäü è äî ãðàâèòàöèîííîé ñèëû.

Óïðàæíåíèå 7.4 Äîêàçàòü, ÷òî ñèëà ãðàâèòàöèè ÿâëÿåòñÿ ïîòåí-
öèàëüíîé.

Ïóñòü ó íàñ åñòü òåëî ìàññîé M , ïîñìîòðèì êàêóþ ðàáîòó ñîâåðøèò ñè-
ëà âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ ïðè ïåðåìåùåíèè ïðîáíîé ìàññû m. Çàìåòèì,
ïðè ïåðåìåùåíèè ïðîáíîé ìàññû ðàáîòà áóäåò ñîâåðøàòüñÿ òîëüêî ïðè
äâèæåíèè âäîëü ðàäèóñà, ïðè äâèæåíèè ïî äóãàì îêðóæíîñòåé ðàáîòà
áóäåò ðàâíà íóëþ. Ïîýòîìó, ïîëîæåíèå òåëà áóäåì îïèñûâàòü îäíîé êî-
îðäèíàòîé r - ðàññòîÿíèå äî òåëà (öåíòðà ìàññ) M .

Íàïðàâèì îñü r èç öåíòðà òåëà M . Òîãäà ãðàâèòàöèîííàÿ ñèëà áóäåò
ðàâíà:

F (r) = −GmM
r2

.

Íàéäåì ðàáîòó ãðàâèòàöèîííîé ñèëû ïðè ïåðåìåùåíèå òåëà èç òî÷êè íà
ðàññòîÿíèè r1 â òî÷êó íà ðàññòîÿíèè r2:

Ar1→r2 =

r2∫
r1

F (r)dr =

r2∫
r1

−GmM
r2

dr =

= −GMm

r2∫
r1

r−2dr = −GMm

(
− 1

r2
+

1

r1

)
(7.20)

Òàêèì îáðàçîì ïîòåíöèàëüíà ýíåðãèÿ ãðàâèòàöèîííîãî âçàèìîäåé-
ñòâèÿ ïî îïðåäåëåíèþ áóäåò ðàâíà:
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Aãðàâ r1→r2

X

Fãðàâ

r2r1

Ðèñ. 7.6: Ãðàôèê çàâèñèìîñòè ãðàâèòàöèîííîé ñèëû îò ðàññòîÿíèÿ

W ãðàâ = −GmM
r

+ const (7.21)

Õî÷åòñÿ îòìåòèòü íåñêîëüêî âàæíûõ ìîìåíòîâ:

1. Êîíñòàíòó îáû÷íî áåðóò ðàâíîé íóëþ, èç-çà òîãî, ÷òî ýòî êàæåòñÿ
ðàçóìíûì â ñâÿçè ñ îòñóòñòâèåì âçàèìîäåéñòâèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè.

2. Ýòî ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ òåë, îíà íå ïðèíàäëåæèò êàêîìó-
òî îäíîìó òåëó.

3. Åñëè ìû âçÿëè êîíñòàíòó = 0, òî ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ äâóõ ïðè-
òÿãèâàþùèõñÿ òåë îòðèöàòåëüíàÿ. Îíà ðàñòåò ñ óäàëåíèåì èõ äðóã
îò äðóãà è ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

7.3.3 Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ïîëÿ òÿæåñòè Çåìëè

×àñòíûì ñëó÷àåì ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ãðàâèòàöèîííîãî âçàèìîäåé-
ñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ïîëÿ òÿæåñòè Çåìëè. Âáëèçè ïî-
âåðõíîñòè Çåìëè ìû ìîæåì ñ÷èòàòü ñèëó òÿæåñòè ïîñòîÿííîé Fòÿæ =
−mg, ãäå îñü ìû íàïðàâèëè ââåðõ.
Òîãäà ðàáîòà ñèëà ñèëû òÿæåñòè ïðè ïåðåíîñå òåëà ñ âûñîòà ñ h1 äî
âûñîòûh2 áóäåò ðàâíà:

Ah1→h2 = Fòÿæ(h2 − h1) = −(mgh2 −mgh1) (7.22)

Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëó÷àåì ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ âçàèìîäåéñòâèÿ òåëà
ìàññû m ñ Çåìëåé:

W = mgh+ const (7.23)

Ñìûñë ýòîé êîíñòàíòû çàêëþ÷àåòñÿ â ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà �íóëÿ� âû-
ñîòû. Äåéñòâèòåëüíî, íàñ îáû÷íî íå èíòåðåñóåò âûñîòà íà êîòîðîé íàõî-
äèòñÿ òåëî, à èíòåðåñóåò òîëüêî ïåðåïàä âûñîò.
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Ó âíèìàòåëüíîãî ÷èòàòåëÿ ìîæåò âîçíèêíóòü âîïðîñ: �À ïî÷åìó ïðè áåñ-
êîíå÷íîì óäàëåíèè îò Çåìëè ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ â òàêîé çàïèñè íå
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ?�. Òóò âàæíî, ÷òî ìû ñ÷èòàëè, ÷òî òåëî íàõîäèòñÿ
âáëèçè ïîâåðõíîñòè Çåìëè è ñèëà òÿæåñòè ïîñòîÿííà, à ïðè óäàëåíèè íà
áåñêîíå÷íîñòü, áåçóñëîâíî, ñèëà áóäåò óáûâàòü, à âìåñòå ñ íåé è ïîòåí-
öèàëüíàÿ ýíåðãèÿ.

7.4 Òåîðåìà î ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè

Òåïåðü, êîãäà ìû ïîçíàêîìèëèñü ñ ïîòåíöèàëüíûìè ñèëàìè è ïîòåí-
öèàëüíîé ýíåðãèåé, äàâàéòå âñïîìíèì òåîðåìó î êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè
(Òåîðåìà 7.2)

∆EK = Aâñåõ ñèë

Ðàñïèøåì ðàáîòó âñåõ ñèë, êàê ðàáîòó ïîòåíöèàëüíûõ è íåïîòåíöèàëü-
íûõ ñèë è âñïîìíèë îïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè (Îïðåäåëåíèå
7.9)

∆EK = Aïîò + Aíåïîò

∆EK = −∆Eïîò + Aíåïîò

∆EK + ∆Eïîò = Aíåïîò

Îïðåäåëåíèå 7.10 Ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû ýòî ñóììà êèíå-
òè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíûõ ýíåðãèé.

Ïîëó÷àåì òåîðåìó îá èçìåíåíèè ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè:

Òåîðåìà 7.4 Èçìåíåíèå ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè ñèñòåìû åñòü ðàáîòà
íåïîòåíöèàëüíûõ ñèë.

∆Eìåõ = Aíåïîò (7.24)

Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè:

Òåîðåìà 7.5 Ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû ñîõðàíÿåòñÿ åñëè ðàáîòà
íåïîòåíöèàëüíûõ ñèë ðàâíà íóëþ.

7.5 Óäàðû

Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà è ýíåðãèè íàõîäÿò æèâîå ïðèìåíåíèå â
çàäà÷àõ ïðî óäàðû äâóõ èëè íåñêîëüêèõ òåë. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî èç-çà
óäàðà íå ìîæåò ìåíÿòüñÿ èìïóëüñ ñèñòåìû, òàê êàê ñèëû, âîçíèêàþùèå
âî âðåìÿ óäàðà, áóäóò âíóòðåííèìè.
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Mm

k

X

−→v

Ðèñ. 7.7: Àáñîëþòíî íåóïðóãèé óäàð

7.5.1 Àáñîëþòíî íåóïðóãèé óäàð

Îïðåäåëåíèå 7.11 Àáñîëþòíî íåóïðóãèé óäàð � ìîäåëü óäàðà, ïðè êî-
òîðîì âåðåí òîëüêî çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà. Ïîñëå ñîóäàðåíèÿ äâà
òåëà äâèæóòñÿ êàê îäíî öåëîå (ñ îäèíàêîâîé ñêîðîñòüþ).

Ïðèìåðîì àáñîëþòíî íåóïðóãîãî óäàðà ÿâëÿåòñÿ óäàð äâóõ ïëàñòèëèíî-
âûõ øàðèêîâ èëè çàñòðåâàíèå ïóëè â ìèøåíè.

Ïðèìåð 7.1 Ñòðåëÿåì ïóëåé ìàññîé m â ìèøåíü ìàññîé M íà ïðó-
æèíêå ñ êîýôôèöèåíòîì æåñòêîñòè, ðàâíûì k. ×åìó áóäåò ðàâíî
ìàêñèìàëüíîå ñæàòèå ïðóæèíêè?

Òàê êàê ïóëÿ çàñòðåâàåò, òî óäàð áóäåò àáñîëþòíî íåóïðóãèì. Çàïè-
øåì ÇÑÈ, ãäå −→u - ñêîðîñòü ìèøåíè ñ ïóëåé ïîñëå óäàðà:

mv = (m+M)u

Äàëüíåéøèé ïðîöåññ ñæàòèÿ ïðóæèíêè áóäåò ïðîèñõîäèòü áåç âûäåëå-
íèÿ òåïëà, ïîýòîìó ìîæåì çàïèñàòü ÇÑÝ:

(m+M)u2

2
=
k∆x2

2

Îòìåòèì, ÷òî ìû òóò âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî ïðè ìàêñèìàëüíîì ñæà-
òèå ïðóæèíêà íå ñæèìàåòñÿ åùå, òî åñòü ñêîðîñòü ìèøåíè ñ ïóëåé ðàâíà
íóëþ.
Èòîãî ìîæåì ôîðìàëüíî çàïèñàòü ñèñòåìó èç äâóõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ
íåèçâåñòíûìè è íå ðåøàòü åå (áëàãî ðåøàåòñÿ îíà ïðîñòîé ïîäñòàíîâêîé
u èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ âî âòîðîå):

{
mv = (m+M)u
(m+M)u2

2 = k∆x2

2

(7.25)
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7.5.2 Àáñîëþòíî óïðóãèé óäàð

Îïðåäåëåíèå 7.12 Àáñîëþòíî óïðóãèé óäàð � ìîäåëü óäàðà, ïðè êî-
òîðîì ñîõðàíÿåòñÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ è èìïóëüñ

Ïðèìåðîì àáñîëþòíî óïðóãîãî óäàðà ÿâëÿåòñÿ óäàð áèëüÿðäíûõ øàðè-
êîâ. Ïðè óäàðàõ øàðèêîâ âûäåëÿþò îñîáûé òèï óäàðîâ - öåíòðàëüíûé
óäàð:

Îïðåäåëåíèå 7.13 Öåíòðàëüíûé óäàð - óäàð ïðè êîòîðîì ñêîðîñòè
øàðèêîâ íàïðàâëåíû âäîëü ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé èõ öåíòðû.

Ïðèìåð 7.2 Óäàðÿþòñÿ äâà òåëà ñ ìàññàìè m1 è m2, ëåòÿùèå ñî ñêî-
ðîñòüþ v1 è v2 ñîîòâåòñòâåííî. Íàéòè èõ ñêîðîñòè ïîñëå óäàðà, åñëè
óäàð öåíòðàëüíûé.

Çàäà÷è íà öåíòðàëüíûé óäàð àáñîëþòíî íåèíòåðåñíû ñ ôèçè÷åñêîé òî÷-
êè çðåíèÿ è òðåáóþò ïðîñòî àêêóðàòíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé èç
ÇÑÈ è ÇÑÝ. Êóäà áîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò íåöåíòðàëüíûé óäàð.
Äàâàéòå íà÷íåì èçó÷åíèå íåöåíòðàëüíîãî óäàðà ñî ñëåäóþùåãî ïðèìåðà.

Ïðèìåð 7.3 Äîêàæèòå, ÷òî óãîë ðàçëåòà äâóõ îäèíàêîâûõ áèëüÿðä-
íûõ øàðîâ áóäåò ðàâåí π

2 . Îäèí øàð ïåðâîíà÷àëüíî ïîêîèëñÿ.

Ïóñòü ñêîðîñòü ïåðâîãî øàðèêà äî óäàðà −→v 1, à ïîñëå óäàðîâ ó øàðèêîâ
ñêîðîñòè −→v ′1 è −→v ′2. Ìàññà êàæäîãî m. Çàïèøåì ÇÑÝ è ÇÑÈ:{

mv21
2 = mv′1

2

2 + mv′2
2

2

m−→v 1 = m−→v ′1 +m−→v ′2
(7.26)

Ñîêðàùàÿ íà ìàññó ïîëó÷àåì:{
v2

1 = v′1
2 + v′2

2

−→v 1 = −→v ′1 +−→v ′2
(7.27)

Âîçâåäåì âòîðîå óðàâíåíèå âî êâàäðàò:{
v2

1 = v′1
2 + v′2

2

v2
1 = v′1

2 + v′2
2 + 2−→v ′1−→v ′2

(7.28)

Îò ñþäà ñëåäóåò, ÷òî −→v ′1−→v ′2 = 0, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èëè ñêîðîñòü îäíîãî
èç øàðèêîâ íîëü (åñòåñòâåííî, îñòàíîâèòüñÿ ìîæåò òîëüêî áèòîê) èëè
óãîë ðàçëåòà ìåæäó íèìè áóäåò π

2 . Îòìåòèì, ÷òî çà÷àñòóþ çàïèñü ÇÑÈ
â âåêòîðíîé ôîðìå óïðîùàåò ðåøåíèå çàäà÷è, îñîáåííî êîãäà â çàäà÷è
ôèãóðèðóþò óãëû, òàê êàê îíè î÷åíü õîðîøî íàõîäÿòñÿ èç ñêàëÿðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ.

Íî ÷òî æå äåëàòü â ñëó÷àå íåöåíòðàëüíîãî óäàðà â îáùåì ñëó÷àå?
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−→p 1 = m1
−→v 1

−→p 2 = m2
−→v 2

X

Y

ϕ1

ϕ2

O1

O2

Ðèñ. 7.8: Íåöåíòðàëüíûé óäàð

Ïðèìåð 7.4 Ðàññ÷èòàòü àáñîëþòíî óïðóãèé íåöåíòðàëüíûé óäàð.

Äàâàéòå ïîéìåì â ÷åì ó íàñ ìîæåò áûòü ñëîæíîñòü? Ïóñòü ìû çíàåì
ñêîðîñòè äî óäàðà −→v 1 è

−→v 2, à íóæíî íàéòè ñêîðîñòè ïîñëå óäàðà −→v ′1 è−→v ′2. Òî åñòü â äâóìåðíîì ñëó÷àå ó íàñ áóäåò ÷åòûðå íåèçâåñòíûå.
À ñêîëüêî óðàâíåíèé ìû ñìîæåì ïîëó÷èòü èç ÇÑÝ è ÇÑÈ. ÇÑÝ - îäíî
óðàâíåíèå, à ÇÑÈ â ïðîåêöèè íà äâå îñè ýòî åùå äâà óðàâíåíèÿ. Èòîãî
âñåãî 3. Êàê-òî ìàëî. Íî åñëè çàäóìàòüñÿ, òî çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ êóäà
áîëåå ïðîñòîé.

Âñå äåëî â òîì, ÷òî ïðè óäàðå ñèëû äåéñòâóþ òîëüêî âäîëü ïðÿìîé

ñîåäèíÿþùåé öåíòû øàðîâ
−−−→
O1O2 (Íàçîâåì ýòó îñü îñüþ X). À çíà÷èò,

÷òî èìïóëüñ ìåíÿåòñÿ òîëüêî âäîëü ýòîé îñè, è íå ìåíÿåòñÿ âäîëü îñè Y
ïåðïåíäèêóëÿðíîé X. Òîãäà ìû ìîæåì çàïèñàòü:

m1v
2
1

2 + m2v
2
2

2 = m1v
′
1
2

2 + m2v
′
2
2

2

m1v1y = m1v
′
1y

m2v2y = m2v
′
2y

m1v1x +m2v2x = m1v
′
1x +m2v

′
2x

(7.29)

Òåïåðü ó íàñ åñòü ÷åòûðå óðàâíåíèÿ ñ ÷åòûðüìÿ íåèçâåñòíûìè (à ïî ñóòè
äâà ñ äâóìÿ). ×èòàòåëþ ïðåäëàãàåì ñàìîìó åå ðåøèòü, à òàê æå çàïèñàòü
ýòè óðàâíåíèÿ ÷åðåç ìîäóëü ñêîðîñòåé è óãëû ê îñÿì.
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Â çàêëþ÷åíèå õîòåëîñü áû îòìåòèòü, ÷òî î÷åíü ÷àñòî áóäåò óäîáíî
çàïèñûâàòü êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ òåëà ÷åðåç åãî èìïóëüñ è ìàññó:

Eêèí =
p2

2m
(7.30)

Äåéñòâèòåëüíî, òîãäà ñèñòåìà (7.29) ïðèìåò ÷óòü áîëåå êîìïàêòíûé âèä
p21

2m1
+ p22

2m2
= p′1

2

2m1
+ p′2

2

2m2

p1y = p′1y
p2y = p′2y
p1x + p2x = p′1x + p′2x

(7.31)

7.5.3 Óäàðû â Ö-ñèñòåìå

Íåêîòîðûå çàäà÷è íà àáñîëþòíî óïðóãèå óäàðû îêàçûâàåòñÿ óäîáíî ðå-
øàòü â ñèñòåìå îòñ÷åòà ñâÿçàííîé ñ öåíòðîì ìàññ. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáù-
íîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà (ËÑÎ) øàðèê
ñ ìàññîé m1 äâèãàåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ ~v1 è ñòàëêèâàåòñÿ ñ ïîêîÿùèìñÿ
øàðèêîì ìàññû m2. Íàéäåì âñå ñêîðîñòè è èìïóëüñ â ñèñòåìå îòñ÷åòà,
ñâÿçàííîé ñ öåíòðîì ìàññ (Ö-ñèñòåìà). Íàïîìíèì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ
öåíòð ìàññ çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì ðàäèóñ-âåêòîðîì:

~rC =

∑
mi~ri∑
mi

(7.32)

×òî áû ïîëó÷èòü ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ ïðîäèôôåðåíöèðóåì (7.32) è ïî-
ëó÷èì:

~vC =

∑
mi~vi∑
mi

(7.33)

Òîãäà, â íàøåì ñëó÷àå èìååì:

~vC =
m1~v1

m1 +m2
(7.34)

Âû÷èñëèì ñêîðîñòü ïåðâîãî è âòîðîãî øàðèêà äî óäàðà îòíîñèòåëüíî
öåíòðà ìàññ:

~v1îòí = ~v1 − ~vC =
m2~v1

m1 +m2
(7.35)

~v2îòí = ~0− ~vC = − m1~v1

m1 +m2
(7.36)

Îò ñþäà ëåãêî íàéòè èìïóëüñû øàðèêîâ â Ö-ñèñòåìå:
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~p1îòí =
m1m2~v1

m1 +m2
(7.37)

~p2îòí = − m1m2~v1

m1 +m2
(7.38)

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî â Ö-ñèñòåìå ñóììàðíûé èìïóëüñ ñèñòåìû ðàâåí
íóëþ. Òîãäà çàïèøåì çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà:

~p1îòí + ~p2îòí = 0 = ~p′1îòí + ~p′2îòí (7.39)

Òàêèì îáðàçîì:

~p1îòí = −~p2îòí, ~p
′
1îòí = −~p′2îòí (7.40)

Íàïèøåì çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, ó÷èòûâàÿ, ÷òî Ek = p2

2m :

p2
1îòí

2

(
1

m1
+

1

m2

)
=
p′21îòí

2

(
1

m1
+

1

m2

)
(7.41)

Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì, ÷òî èìïóëüñ øàðèêîâ â Ö-ñèñòåìå íå ìåíÿåòñÿ
ïî ìîäóëþ, à òîëüêî ïîâîðà÷èâàåòñÿ íà êàêîé-íèáóäü óãîë. Äëÿ ðàñ÷åòà
óãëà ïîâîðîòà íóæíî çíàòü ïîäðîáíîñòè î óãëå, íàïðèìåð ïðèöåëüíûé
ïàðàìåòð èëè óãîë ïîä êîòîðûì íàëåòàåò øàðèê.

Äëÿ àíàëèçà ñòîëêíîâåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ ñïåöèàëüíîé ãðàôè÷åñêîé
òåõíèêîé âåêòîðíûõ äèàãðàìì - ìåòîäîì âåêòîðíûõ äèàãðàìì. Äî ñòîëê-
íîâåíèÿ ñêîðîñòü â ËÑÎ íàëåòàþùåé ÷àñòèöû ~v1 = ~vC +~v1îòí. Íàðèñóåì
ñêîðîñòü âåêòîð ñêîðîñòè ~v1 è ðàçîáüåì åãî íà äâà âåêòîðà: ~vC è ~v1îòí.
Ñêîðîñòè ÷àñòèö â Ö-ñèñòåìå áóäåì ðèñîâàòü îò êîíöà âåêòîðà ~vC , ýòî
ïîçâîëèò íàì áûñòðî ïîëó÷àòü ñêîðîñòè îòíîñèòåëüíî ËÑÎ.
Ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ âåêòîð ñêîðîñòè v′1OTH ìîæåò çàêàí÷èâàòüñÿ â ëþ-
áîé òî÷êå îêðóæíîñòè ðàäèóñà v1îòí = v′1îòí = m2v1

m1+m2
.Òîãäà, âåêòîð ñêîðî-

ñòè ~v′1 = ~vC +~v′1îòí íàëåòàþùåé ÷àñòèöû â ËÑÎ ïîñëå ñîóäàðåíèÿ ìîæåò
çàêàí÷èâàòüñÿ â ëþáîé òî÷êå ýòîé îêðóæíîñòè.
Èç âåêòîðíîé äèàãðàììû (Ðèñ. 7.9) ñëåäóåò, ÷òî â ñëó÷àå m1 > m2 óãîë
ìåæäó âåêòîðàìè ñêîðîñòè ~v1 è ~v

′
1 íàëåòàþùåé ÷àñòèöû íå ìîæåò ïðåâû-

øàòü íåêîòîðîãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ θ , ñîîòâåòñòâóþùåãî ñëó÷àþ,
êîãäà ~v′1 êàñàåòñÿ óêàçàííîé îêðóæíîñòè:

θ = arcsin
v1îòí

vC
=
m2

m1
(7.42)
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~v1

~v1îòí~vC

~v′1îòí
~v′1

θ

Ðèñ. 7.9: Ðàññåÿíèå òÿæåëîé ÷àñòèöû

Îïðåäåëåíèå 7.14 Ýòîò óãîë íàçûâàåòñÿ óãëîì ðàññåÿíèÿ.

Îí èãðàåò âàæíåéøóþ ðîëü â ôèçèêå ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö, òàê êàê ïîç-
âîëÿåò íàõîäèòü ìàññû ÷àñòèö.

Óïðàæíåíèå 7.5 Íàðèñóéòå âåêòîðíóþ äèàãðàììó äëÿ ñëó÷àÿ m1 <
m2.

Äðóãèì âàæíûì óãëîì ÿâëÿåòñÿ óãîë ðàçëåòà.

Îïðåäåëåíèå 7.15 Óãîë ðàçëåòà - óãîë ìåæäó ñêîðîñòÿìè äâóõ ÷à-
ñòèö ïîñëå óäàð.

~vc

~v1

~v1îòí

~v′1îòí

~v′2îòí

~v′1

~v′2

Ðèñ. 7.10: Ñòîëêíîâåíèå ÷àñòèö îäèíàêîâîé ìàññû
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Ïðèìåð 7.5 Äâà îäèíàêîâûõ ãëàäêèõ øàðà èñïûòûâàþò óïðóãèé
íåöåíòðàëüíûé óäàð. Îäèí èç øàðîâ äî ñîóäàðåíèÿ ïîêîèëñÿ. Îïðåäå-
ëèòå óãîë ðàçë¼òà øàðîâ.

Èç (7.34) ñëåäóåò, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå vC = v′1îòí = v1
2 Òîãäà â

äèàãðàììå ñêîðîñòåé âåêòîðû ~v′1 è ~v
′
2, îòëîæåííûå èç îäíîé òî÷êè, ëåæà-

ùåé íà îêðóæíîñòè, îáðàçóþò âïèñàííûé óãîë (Ðèñ. 7.10), îïèðàþùèéñÿ
íà äèàìåòð (òàê êàê èç (7.40) ~p′1 = −~p′2 è m1 = m2).
Óãîë, îïèðàþùèéñÿ íà äèàìåòð ðàâåí π

2 . Òàê êðàñèâî ìîæíî ïîëó÷èòü
øèðîêîèçâåñòíûé â óçêèõ êðóãàõ ðåçóëüòàò.
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Ãëàâà 8

Ìîìåíò èìïóëüñà

Ðîáîñòü - ýòî êîãäà îòâîðà÷èâàåøüñÿ îò

òîãî, ÷òî õî÷åøü. Ñòûä - êîãäà

îòâîðà÷èâàåøüñÿ îò òîãî, ÷åãî íå

õî÷åøü.

�Æóòêî ãðîìêî è çàïðåäåëüíî áëèçêî�

Äæîíàòàí Ñàôðàí Ôîåð

Ïðè îïèñàíèè äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà èñïîëüçîâàòü èìïóëüñ òåëà
íå âñåãäà óäîáíî. Íàïðèìåð, ïðè âðàùåíèè ñ ëþáîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ
êîëüöà âîêðóã öåíòðà èìïóëüñ åãî áóäåò ðàâåí íóëþ. Ñèòóàöèÿ òóò î÷åíü
ïîõîæà íà ñèòóàöèþ, êîãäà ñóììà ñèë, äåéñòâóþùèõ íà òåëî, ðàâíà íóëþ,
à ñóììà ìîìåíòîâ ñèë íå è ïîýòîìó òåëî íà÷èíàëî âðàùàòüñÿ âñå áûñòðåå
è áûñòðåå. Ïîýòîìó íàì ïðèäåòñÿ ââåñòè íîâóþ ôèçè÷åñêóþ âåëè÷èíó è
ïîçíàêîìèòüñÿ ñ çàêîíàìè, îïèñûâàþùèìè åå èçìåíåíèå.

8.1 Ìîìåíò èìïóëüñà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè

Ïóñòü ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ìàññû m äâèãàåòñÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû F
Çàïèøåì âòîðîé çàêîí Íüþòîíà â èìïóëüñíîé ôîðìå (6.5) äëÿ ïðîèç-
âîëüíîé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè è âñå ïðîèñõîäèò â ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ
íà÷àëîì â òî÷êå O, à −→r - ðàäèóñ-âåêòîð íàøåé òî÷êè.

d−→p
dt

=
−→
F (8.1)

Äîìíîæèì ðàâåíñòâî ñëåâà âåêòîðíî íà −→r . ïîëó÷èì:
d(−→r ×−→p )

dt
= −→r ×

−→
F (8.2)

Ñïðàâà ìû ïîëó÷èëè ìîìåíò ñèëû îòíîñèòåëüíî òî÷êè O, à âûðàæåíèå
ñòîÿùåå ñëåâà ïîä äèôôåðåíöèàëîì ìû áóäåì íàçûâàòü ìîìåíòîì èì-
ïóëüñà îòíîñèòåëüíî òî÷êè O.
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Îïðåäåëåíèå 8.1 Ìîìåíòîì èìïóëüñà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè îòíîñè-
òåëüíî òî÷êè O íàçûâàåòñÿ âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàäèóñ-âåêòîðà
èç òî÷êè O íà èìïóëüñ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè:

−→
L = −→r ×−→p (8.3)

Îòìåòèì, ÷òî íàïðàâëåíèå âåêòîðà ìîìåíòà èìïóëüñà
−→
L â î÷åðåäíîé

ðàç ïî ïðàâèëó áóðàâ÷èêà ïîêàçûâàåò íàïðàâëåíèå âðàùåíèå òî÷êè.
Òîãäà ìû ìîæåì çàïèñàòü çàêîí èçìåíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà äëÿ

ìàòåðèàëüíîé òî÷êè.

Òåîðåìà 8.1 Ïðîèçâîäíàÿ ìîìåíòà èìïóëüñà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè
ðàâíà ñóììå ìîìåíòà ñèë, äåéñòâóþùèõ íà íåå:

d
−→
L

dt
=
−→
M (8.4)

Õî÷åòñÿ îòìåòèòü, ÷òî äàííûé çàêîí ïðàêòè÷åñêè ïîëíîñòüþ ïîâòîðÿåò
âòîðîé çàêîí Íüþòîíà â èìïóëüñíîé ôîðìå (6.5). Òîëüêî âìåñòî èìïóëü-
ñà ìîìåíò èìïóëüñà, à âìåñòî ñèëû - ìîìåíò ñèëû.

Óïðàæíåíèå 8.1 Äîêàæèòå, ÷òî:

d(−→r ×−→p )

dt
= −→r × d−→p

dt

8.2 Çàêîí èçìåíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà

Åñòåñòâåííûì îáðàçîì â êà÷åñòâå ìîìåíòà èìïóëüñà òåëà (ñèñòåìû òî-
÷åê) ìû âîçüìåì ñóììó ìîìåíòîâ èìïóëüñà âñåõ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê èç
êîòîðûõ ñîñòîèò ýòî òåëî (ñèñòåìà òî÷åê). Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå òåëî
(ñèñòåìó òî÷åê) è çàïèøåì äëÿ êàæäîé òî÷êè çàêîí èçìåíåíèÿ ìîìåíòà
èìïóëüñà îòíîñèòåëüíî òî÷êè O:

d
−→
L i

dt
=
−→
M i (8.5)

Ñóììèðóÿ ïî âñåì òî÷êàì ïîëó÷èì:

d
−→
L

dt
=
−→
M âíåø (8.6)

Çäåñü
−→
L - ïîëíûé (ñóììàðíûé) ìîìåíò èìïóëüñà òåëà (ñèñòåìû òî÷åê),

à
−→
M âíåø ñóììàðíûé ìîìåíò âíåøíèõ ñèë ïðèëîæåííûõ ê òåëó (ñèñòåìå
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òî÷åê). Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî âñå ìîìåíòà âíóòðåííèõ ñèë óíè÷òîæàþòñÿ,
àíàëîãè÷íî òîìó êàê îíè èñ÷åçàëè â çàêîíå èçìåíåíèÿ èìïóëüñà äëÿ
òåëà. Òîãäà ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü åùå ðàç çàêîí èçìåíåíèÿ ìîìåíòà
èìïóëüñà:

Òåîðåìà 8.2 Ïðîèçâîäíàÿ ìîìåíòà èìïóëüñà òåëà (ñèñòåìû òî÷åê)
îòíîñèòåëüíî ëþáîé òî÷êè ðàâíà ñóììå ìîìåíòîâ âíåøíèõ ñèë, äåé-
ñòâóþùèõ íà òåëî îòíîñèòåëüíî ýòîé æå òî÷êè (îñè):

d
−→
L

dt
=
−→
M âíåø (8.7)

Îò ñþäà åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñëåäóåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà èì-
ïóëüñà:

Òåîðåìà 8.3 Ìîìåíò èìïóëüñà òåëà (ñèñòåìû òî÷åê) îòíîñèòåëüíî
êàêîé-òî òî÷êè ñîõðàíÿåòñÿ, åñëè ñóììà ìîìåíòîâ ñèë äåéñòâóþùèõ
íà íåãî îòíîñèòåëüíî ýòîé òî÷êè ðàâíà íóëþ.

8.2.1 Ìîìåíò èìïóëüñà îòíîñèòåëüíî îñè

Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ìû ââîäèëè ìîìåíò ñèë îòíîñèòåëüíî îñè (5.7) ìû
ââåäåì ìîìåíò èìïóëüñà îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîé îñè X.

Îïðåäåëåíèå 8.2 Ìîìåíò èìïóëüñà îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîé îñè
X ýòî ïðîåêöèÿ âåêòîðà ìîìåíòà èìïóëüñà îòíîñèòåëüíî òî÷êè O,
ÿâëÿþùåéñÿ íà÷àëîì îñè X, íà îñü X

Èñïîëüçîâàíèå ìîìåíòà èìïóëüñà îòíîñèòåëüíî îñè ìîæåò áûòü óäîáíî
â ñëó÷àå ñëîæíîãî âðàùåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå îêàçûâàåòñÿ î÷åíü óäîáíî
ñïðîåöèðîâàòü çàêîí èçìåíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà (òåîðåìà 8.2) íà òðè
âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûå îñè:

dLx
dt

= Mx

dLy
dt

= My

dLz
dt

= Mz

(8.8)

Òîãäà ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü åùå çàêîí ñîõðàíåíèÿ.

Òåîðåìà 8.4 Ìîìåíò èìïóëüñà òåëà (ñèñòåìû òî÷åê) îòíîñèòåëüíî
ïðîèçâîëüíîé îñè ñîõðàíÿåòñÿ, åñëè ñóììà ìîìåíòîâ ñèë äåéñòâóþùèõ
íà íåãî îòíîñèòåëüíî ýòîé îñè ðàâíà íóëþ.

117



ÃËÀÂÀ 8. ÌÎÌÅÍÒ ÈÌÏÓËÜÑÀ

8.3 Âðàùåíèå àáñîëþòíî òâåðäîãî òåëà îò-
íîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé îñè

Â îáû÷íîé æèçíè âû ìîãëè çàìå÷àòü, ÷òî èçìåíÿÿ ìîìåíò èíåðöèè òåëî
íà÷èíàåò âðàùàòüñÿ áûñòðåå (íàïðèìåð áàëåðèíû èëè ôèãóðèñòû, ñîâåð-
øàþùèå îáîðîòû), ïðè ýòîì íèêàêîé âíåøíèé ìîìåíò ñèë íå âîçíèêàåò,
à çíà÷èò âûïîëíåí çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà. Ïîýòîìó âîç-
íèêàåò æåëàíèå ïîëó÷èòü ñâÿçü ìåæäó ìîìåíòîì èìïóëüñà, ìîìåíòîì
èíåðöèè è óãëîâîé ñêîðîñòüþ. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ðàññìàòðèâàòü âðà-
ùåíèå îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé îñè X. Ýòîò ñëó÷àé ÿâëÿåòñÿ ñàìûì
ïðîñòûì, íî è ñàìûì ïðàêòè÷åñêè âàæíûì. Òàê êàê êàæäàÿ òî÷êà òåëà
áóäåò äâèãàòüñÿ â ïëîñêîñòè ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè, òû ìû áóäåì çàïè-
ñûâàòü âñå çàêîíû â ñêàëÿðíîé ôîðìå, à åñëè áûòü òî÷íåå â ïðîåêöèè
íà îñü X.
Ðàçîáüåì òåëî íà ìàòåðèàëüíûå òî÷êè ìàññîé mi. Êàæäàÿ òàêàÿ ìàòå-
ðèàëüíàÿ òî÷êà áóäåò âðàùàòüñÿ ïî îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå Oi,
ïðè÷åì âñå ýòè öåíòðû ëåæàò íà îñè X. Âåêòîð, íàïðàâëåííûé èç òî÷êè
Oi â i-óþ ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó íàçîâåì −→ri , òîãäà åãî äëèííà áóäåò ðàâíà
ðàññòîÿíèþ îò i-îé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè äî îñè X.
Ðàñïèøåì ìîìåíò èìïóëüñà îòíîñèòåëüíî îñè X ïî îïðåäåëåíèþ. Çàìå-
òèì, ÷òî âåêòîðà −→ri è −→pi ïåðïåíäèêóëÿðíû äðóã äðóãó è îñè X, à çíà÷èò
äëÿ ìîìåíòà èìïóëüñà îòíîñèòåëüíî îñè X èìååì:

Lx =
∑

ripi =
∑

mirivi =
∑

mir
2
iωx (8.9)

Çäåñü ri - ðàññòîÿíèå îò îñè X äî òî÷åê òåëà, à ωx óãëîâàÿ ñêîðîñòü.
Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì ïðîñòóþ è êðàñèâóþ ñâÿçü ìåæäó ìîìåíòîì
èìïóëüñà, ìîìåíòîì èíåðöèè è óãëîâîé ñêîðîñòüþ îòíîñèòåëüíî íåïî-
äâèæíîé îñè:

Lx = Jxωx (8.10)

Êñòàòè, èç ýòîé ñâÿçè è çàêîíà èçìåíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà (8.2) â
îäíó ñòðî÷êó ñëåäóåò çàêîí âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ îòíîñèòåëüíî îñè
X (5.10):

Mx =
dLx
dt

= J
dωx
dt

= Jxβx (8.11)

Ýòî â î÷åðåäíîé ðàç ïîêàçûâàåò íàì, ÷òî âñå çàêîíû äàâíî íàì èç-
âåñòíû, è ìû òîëüêî ïîëó÷àåì áîëåå óäîáíóþ èõ ôîðìó. Íàïðèìåð, ñè-
ñòåìó óðàâíåíèÿ îïèñûâàþùóþ ïëîñêîå äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà (5.12)
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ìû ìîæåì çàïèñàòü â íîâîì âèäå ÷åðåç çàêîíû èçìåíåíèÿ èìïóëüñà è
ìîìåíòà èìïóëüñà : 

d−→p
dt

=
∑−→

F

dLC
dt

=
∑

MC

(8.12)

Çäåñü LC èMC - ìîìåíò èìïóëüñà è ñóììàðíûé ìîìåíò ñèë îòíîñèòåëü-
íî îñè ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ìàññ.

8.4 Ñëîæíîå äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà

Äî ýòîãî ìîìåíòà ìû â îñíîâíîì èçó÷àëè ïëîñêîå äâèæåíèå òâåðäîãî
òåëà, íî êàê ìû ïèñàëè ðàíåå (ïóíêò 5.3.2) äëÿ îïèñàíèÿ îáùåãî ñëó-
÷àÿ íóæíî çàïèñàòü âðàùåíèå îòíîñèòåëüíî òðåõ îñåé. Çàêîí èçìåíåíèÿ
ìîìåíòà èìïóëüñà (òåîðåìà 8.2) âìåñòå ñ çàêîíîì èçìåíåíèÿ èìïóëüñà
(îí æå 2ÇÍ â èìïóëüñíîé ôîðìå (6.5)) ïîçâîëèò íàì ïåðåïèñàòü ñèñòåìó
(8.12) â âåêòîðíîì âèäå è ïîëó÷èòü çàêîíû, îïèñûâàþùåå ïðîèçâîëüíîå
äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà: 

d−→p
dt

=
∑−→

F

d
−→
L C

dt
=
∑−→

MC

(8.13)

Çäåñü
−→
L C è

∑−→
MC - ìîìåíò èìïóëüñà è ñóììàðíûé ìîìåíò ñèë îòíî-

ñèòåëüíî öåíòðà ìàññ.
Íàïîñëåäîê îòìåòèì, ÷òî îáû÷íî ìû çàïèñûâàåì çàêîí âðàùàòåëüíîãî
äâèæåíèÿ îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ, îäíàêî íèêòî íàì íå çàïðåùàåò çà-
ïèñàòü âðàùåíèå îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîé îñè, íàïðèìåð îòíîñèòåëü-
íî ìãíîâåííîé îñè âðàùåíèÿ.

8.5 Âòîðîé çàêîí Êåïëåðà

Ðàíåå (4.2.1) ìû ïîçíàêîìèëèñü ñ çàêîíàìè Êåïëåðà, íî îñòàâèëè èõ áåç
äîêàçàòåëüñòâà. Áëàãîäàðÿ çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà ìû ìî-
æåì äîêàçàòü âòîðîé çàêîí Êåïëåðà. Ïóñòü ïëàíåòà ìàññû m âðàùà-
åòñÿ âîêðóã Ñîëíöà çíà÷èòåëüíî áîëüøåé ìàññû. Òîãäà ìû ìîæåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî ñîëíöå íåïîäâèæíî, à â êàêîé-òî ìîìåíò âðåìåíè ïëàíåòà áóäåò
èìåòü ñêîðîñòü −→v è íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè −→r .
Íàéäåì ñåêòîðíóþ ñêîðîñòü (òî åñòü ïëîùàäü �çàìåòàåìóþ� çà åäèíèöó
âðåìåíè) dS

dt .
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O

−→r
−→v dt

dS

ϕ

Ðèñ. 8.1: Âòîðîé çàêîí Êåïëåðà

Çà ìàëîå âðåìÿ dt ðàäèóñ âåêòîð �çàìåò¼ò� êðèâîëèíåéíûé òðåóãîëü-
íèê ïëîùàäüþ dS = 1

2rv sinϕdt. Òîãäà äëÿ ñåêòîðíàÿ ñêîðîñòè èìååì:

dS

dt
=

1

2
rv sinϕ (8.14)

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî çíà÷åíèå rv sinϕ íå ìåíÿåòñÿ.
Òàê êàê íà ñèñòåìó íå äåéñòâóþò âíåøíèé ìîìåíò ñèë (òàê êàê âíåø-
íèõ ñèë ïðîñòî íåò), òî ìîìåíò èìïóëüñà ïëàíåòû ñîõðàíÿåòñÿ (ìîìåíò
èìïóëüñà Ñîëíöà ìû ñ÷èòàåì ðàâíûì íóëþ)1 :

−→
L = m−→r ×−→v = const (8.15)

Âåêòîð
−→
L ïåðïåíäèêóëÿðåí −→v è −→r (èç îïðåäåëåíèÿ âåêòîðíîãî ïðîèç-

âåäåíèÿ), èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî òðàåêòîðèÿ ïëàíåòû ëåæèò â îäíîé ïëîñ-
êîñòè (î ÷åì è ãîâîðèò ïåðâûé çàêîí Êåïëåðà). Ðàç âåêòîðíîå ïðîèçâå-
äåíèå ïîñòîÿííî, òî ìû ìîæåì ñêàçàòü, ÷òî ïîñòîÿííûì áóäåò è ìîäóëü
âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

rv sinϕ = const (8.16)

Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå åñòü íè ÷òî èíîå, êàê óäâîåííàÿ ñåêòîðíàÿ ñêî-
ðîñòü (8.14). Òàêèì îáðàçîì ìû äîêàçàëè, ÷òî:

dS

dt
= const (8.17)

Íà ýòîì ïðèìåðå âèäíî, êàê ïðîñòî çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà
ïîçâîëÿåò ðåøàòü çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ âðàùåíèåì.

1áîëåå òîãî, ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü ïðîñòî ïëàíåòó, òîãäà íà íåå äåéñòâóåò òîëüêî ñèëà ïðè-
òÿæåíèÿ, íàïðàâëåííàÿ ê Ñîëíöó, è ïîýòîìó ìîìåíò ýòîé ñèëû îòíîñèòåëüíî Ñîëíöà ðàâåí íóëþ,
à çíà÷èò, ÷òî ìîìåíò èìïóëüñà ïëàíåòû îòíîñèòåëüíî ñîëíöà ñîõðàíÿåòñÿ.
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Ãëàâà 9

Ìåõàíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ

Îí ïîêîëåáàëñÿ, â êàêóþ ÷èòàëüíþ

ïîéòè, â Áåðêëèéñêóþ èëè Îêëåíäñêóþ, è

ïîðåøèë â Îêëåíäñêóþ, âåäü â Îêëåíäå

æèâåò Ðóôü.

�Ìàðòèí Èäåí�, Äæåê Ëîíäîí

Â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ ìû ÷àñòî ãîâîðèëè ïðî ðàâíîâåñèå òåëà, íî
íå çàäóìûâàëèñü íàä òåì êàê äîñòèãàåòñÿ ýòî ðàâíîâåñèå. Âû ìîãëè çà-
ìå÷àòü, ÷òî åñëè âñòàíåòå íà âåñû, òî ñòðåëêà íå ñðàçó �óñïîêîèòñÿ�, à
ñíà÷àëà áóäåò ñêàêàòü îêîëî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Òàêèå �ñêà÷êè�, îêî-
ëî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ â îáû÷íîé æèçíè è èõ ìû
áóäåì èçó÷àòü â ýòîé ãëàâå.

9.1 Âèäû êîëåáàíèé

Îïðåäåëåíèå 9.1 Êîëåáàíèÿìè íàçûâàåòñÿ ïðîöåññ ïîâòîðÿþùåãîñÿ
èçìåíåíèÿ ñèñòåìû îêîëî íåêîé òî÷êè, íàçûâàåìîé òî÷êîé ðàâíîâåñèÿ.

Â äàííîé ãëàâå ìû áóäåì â îñíîâíîì ðàññìàòðèâàòü ìåõàíè÷åñêèå êîëå-
áàíèÿ, òî åñòü êîëåáàíèÿ ïðîèñõîäÿùèå ñ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìîé.
Êîëåáàíèÿ ìîæíî êëàññèôèöèðîâàòü ïî ñèñòåìå ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé:

1. Ñâîáîäíûå - êîëåáàíèÿ ïîä äåéñòâèåì âíóòðåííèõ ñèë, âîçíèêàþùèå
ïîñëå âûâåäåíèÿ ñèñòåìû èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.
Ïðèìåð: ãðóçèê íà âåðåâêè èëè íà ïðóæèíêå.

2. Âûíóæäåííûå - êîëåáàíèÿ ïîä äåéñòâèåì ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû.
Ïðèìåð: ïðèäóìàéòå ñàìè.

3. Àâòîêîëåáàíèÿ - êîëåáàíèÿ ïîä äåéñòâèåì âíåøíåé íåïåðèîäè÷å-
ñêîé ñèëû, âîçíèêàþùåé áëàãîäàðÿ ðàñõîäó çàïàñåííîé ïîòåíöèàëü-
íîé ýíåðãèåé.
Ïðèìåð: ìåõàíè÷åñêèå ÷àñû, ýíåðãèÿ çàïàñàåòñÿ â ïðóæèíêå.
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4. Ïàðàìåòðè÷åñêèå - êîëåáàíèÿ âîçíèêàþùèå èç-çà èçìåíåíèÿ ñèñòå-
ìû
Ïðèìåð: ÷åëîâåê ñàìîñòîÿòåëüíî êà÷àþùèéñÿ íà êà÷åëÿõ.

5. Ñëó÷àéíûå - êîëåáàíèÿ ïðîèñõîäÿùèå ïîä äåéñòâèåì ñëó÷àéíîé ñè-
ëû.

Îòäåëüíî ñòîèò ñêàçàòü, ÷òî êîëåáàíèÿ áûâàþò çàòóõàþùèìè è íåçàòóõà-
þùèìè. Â äàííîé ãëàâå, ê ñîæàëåíèþ, ìû îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî ñâîáîäíû-
ìè íåçàòóõàþùèìè êîëåáàíèÿìè. Ïîäðîáíåå î äðóãèõ âèäàõ êîëåáàíèé
ìîæíî ïðî÷èòàòü â [5], [6].

9.2 Ïðèìåðû ìåõàíè÷åñêèõ êîëåáàíèé

Âîçüìåì ãðóç ìàññîé m è ïðèêðåïèì åãî ê ãîðèçîíòàëüíîé ïðóæèíå.

0 Xx

Fy = kx

Ðèñ. 9.1: Ïðóæèííûé ìàÿòíèê

Îòêëîíèâ åãî èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìû ñìîæåøü íàáëþäàòü ïðî-
öåññ êîëåáàíèé. Ïîïûòàåìñÿ îïèñàòü ýòîò ïðîöåññ. Êàê âñåãäà, çàïèøåì
âòîðîé çàêîí Íüþòîíà â ïðîåêöèè íà îñü X ( Ðèñ. 9.1):

ma = −kx (9.1)

Âñïîìèíàÿ, ÷òî a = x′′ ïîëó÷àåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå:

x′′ +
k

m
x = 0 (9.2)

Ïîëó÷åííîå òàêèì ïðîñòûì îáðàçîì óðàâíåíèå, ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì ïðè
îïèñàíèè êîëåáàòåëüíîãî ïðîöåññà è íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ãàðìîíè-
÷åñêèõ êîëåáàíèé. È åãî èññëåäîâàíèþ ìû ïîñâÿòèì íåñêîëüêî ñëåäó-
þùèõ ïóíêòîâ.
Òàê æå äëÿ ïîëíîãî îïèñàíèÿ êîëåáàíèé, ïðèäåòñÿ çàäàâàòü íà÷àëüíûå
çíà÷åíèÿ êîîðäèíàòû è ñêîðîñòè:

x(0) = x0 (9.3)

x′(0) = v0 (9.4)
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9.3 Ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ

Îïðåäåëåíèå 9.2 Óðàâíåíèå ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé:

x(t)′′ + ω2x(t) = 0 (9.5)

ãäå ω ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà.

Îïðåäåëåíèå 9.3 Ãàðìîíè÷åñêèìè êîëåáàíèÿìè íàçûâàåòñÿ ïðîöåññ,
îïèñûâàåìûé óðàâíåíèåì (9.2).

Ïðåæäå ÷åì óãàäàåì ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ, âûïîëíèì ïðîñòîå
óïðàæíåíèå.

Óïðàæíåíèå 9.1 Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ôóíêöèè x1(t) è x2(t) ÿâëÿþò-
ñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (9.2), òî x3(t) = x1(t) + x2(t) òîæå ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì .

Êàê íå ñëîæíî çàìåòèòü, ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé
ìîæåò áûòü sin(ωt), cos(ωt) à òàê æå ëþáàÿ èõ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ:

x(t) = C1sin(ωt) + C2cos(ωt) (9.6)

ãäå C1 C2 - êîíñòàíòû, çàâèñÿùèå îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Â òàêîì âèäå
Ðåøåíèå (9.6) ñ ïîìîùüþ ìåòîäà âñïîìîãàòåëüíîãî óãëà ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå:

x(t) = Asin(ωt+ ϕ0) (9.7)

èëè:

x(t) = Acos(ωt+ ϕ0) (9.8)

ãäå, A, ϕ0 è ω íåêèå êîíñòàíòû, ñìûñë êîòîðûõ áóäåò ðàñêðûò â äàëü-
íåéøåì.

9.4 Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ãàðìîíè÷åñêèõ êî-
ëåáàíèé

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî äëÿ àíàëèçà ðåøåíèÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ìû ìîæåì
èñïîëüçîâàòü (9.7) èëè (9.8) áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, òàê êàê cos ëåã-
êî ïîëó÷èòü cos ïðèáàâëåíèåì π

2 . Ïîýòîìó, äàâàéòå áóäåì èññëåäîâàòü
ðåøåíèåì:

x(t) = Asin(ωt+ ϕ0) (9.9)

Ñôîðìóëèðóåì íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé.
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Îïðåäåëåíèå 9.4 Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå x(t) ðàâíîå A íàçûâàåòñÿ
àìïëèòóäîé

Îïðåäåëåíèå 9.5 Ïåðèîä ôóíêöèè x(t) íàçûâàåòñÿ ïåðèîäîì êîëåáà-
íèé T = 2π

ω .

Îïðåäåëåíèå 9.6 ×àñòîòîé êîëåáàíèé íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà ðàâíàÿ
êîëè÷åñòâó êîëåáàíèé çà åäèíèöó âðåìåíè ν = 1

T . ×àñòîòà èçìåðÿåòñÿ
â Ãö = c−1.

Îïðåäåëåíèå 9.7 ω íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêîé ÷àñòîòîé, óäîáíà äëÿ
çàïèñè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé è ÷èñëåííî ðàâíàÿ êîëè÷åñòâó êî-
ëåáàíèé çà 2π ñåêóíä.

Îïðåäåëåíèå 9.8 Ôàçîé êîëåáàíèé íàçûâàåòñÿ àðãóìåíò ñèíóñà (èëè
êîñèíóñà) Φ(t) = ωt+ ϕ0.

Îïðåäåëåíèå 9.9 Íà÷àëüíîé ôàçîé íàçûâàåòñÿ çíà÷åíèå ôàçû â íà-
÷àëüíûé ìîìåíò Φ(0) = ϕ0.

Òàêèì îáðàçîì, ìû âèäèì, ÷òî ÷àñòîòà (ïåðèîä) çàâèñèò òîëüêî îò óðàâ-
íåíèÿ êîëåáàíèé, à àìïëèòóäà è íà÷àëüíàÿ ôàçà îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé
(ïðèìåð, íà÷àëüíîãî îòêëîíåíèÿ ãðóçèêà è íà÷àëüíîé ñêîðîñòè). Íàõîæ-
äåíèþ àìïëèòóäû è íà÷àëüíîé ôàçû ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì ìû ïîñâÿ-
òèì ñëåäóþùèé ïóíêò.

9.5 Ñâÿçü ìåæäó àìïëèòóäîé, íà÷àëüíîé
ôàçîé è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

Ïóñòü, ó íàñ åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé è çàäàíû
íà÷àëüíûå óñëîâèÿ: 

x(t) = Asin(ωt+ ϕ0)

x(0) = x0

x′(0) = v0

(9.10)

Íàïîìíèì, ÷òî x′(t) = Aωcos(ωt+ ϕ0), òîãäà èìååì:{
x(0) = Asin(ϕ0) = x0

x′(0) = Aωcos(ϕ0) = v0

(9.11)
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Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî {
tg(ϕ0) = ωx0

v0

A2 = x2
0 + v20

ω2

(9.12)

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ïîçâîëÿåò íàì ãîâîðèòü, ÷òî äëÿ íàõîæäåíèÿ
çàêîíà äâèæåíèÿ, îïèñûâàþùåãî ãàðìîíè÷åñêèé êîëåáàíèÿ, íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî çíàòü óðàâíåíèå ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé è íà÷àëüíûå
óñëîâèÿ. Ïðè ýòîì ÷àñòîòà êîëåáàíèé çàâèñèò òîëüêî îò êîëåáàòåëüíîé
ñèñòåìû è íå çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

9.6 Ìàòåìàòè÷åñêèé ìàÿòíèê

Îïðåäåëåíèå 9.10 Ìàòåìàòè÷åñêèì ìàÿòíèêîì íàçûâàåòñÿ ñèñòå-
ìà, ñîñòîÿùàÿ èç ìàòåðèàëüíîé òî÷êè çàêðåïëåííîé íà íåâåñîìîé
íåðàñòÿæèìîé íèòêå èëè íåâåñîìîì ñòåðæíå.

Ðàññìîòðè êîëåáàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà è ìàëûõ êîëåáàíèé, òî
åñòü êîãäà óãîë îòêëîíåíèÿ îò âåðòèêàëè α ìàë. Çàïèøåì âòîðîé çàêîí
íüþòîíà â ïðîåêöèè íà îñü OX (ðèñ. 9.2):

ma = −mgsin(α) (9.13)

Çàìåòèì, ÷òî ìû çàïèñàëè âòîðîé çàêîí Íüþòîíà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
ïîëîæåíèÿ ãðóçèêà, òåì ñàìûì ìû ïûòàåìñÿ ïîëó÷èòü óðàâíåíèå äâè-
æåíèå. Îòäåëüíî îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â óðàâíåíèå (9.13) íåèçâåñòíûì
ÿâëÿåòñÿ èìåííî ôóíêöèÿ x(t). Òàê êàê a(t) = x′′(t) = α′′(t)l, òî èç (9.13)
ïîëó÷àåì:

mlα′′(t) = −mgsin(α(t)) (9.14)

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ìàëûõ óãëîâ sin(α) ≈ α (÷òî áû èçó÷àòü íå ìàëûå
êîëåáàíèÿ âû åùå ñëèøêîì ìàëåíüêèå) ïîëó÷èì:

α′′(t) +
g

l
α(t) = 0 (9.15)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè óðàâíåíèé ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé
(9.2) è ìîæåì íàéòè öèêëè÷åñêóþ ÷àñòîòó è ïåðèîä êîëåáàíèé

ω =

√
g

l
; T = 2π

√
l

g
(9.16)

Êàê íè ñòðàííî, ðåçóëüòàò íå çàâèñèò îò ìàññû òåëà. À ÷òî ÷àñòîòà íå
çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé ìû óæå îòìå÷àëè.
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mg

T
x

l

α

90− α

Ðèñ. 9.2: Ìàòåìàòè÷åñêèé ìàÿòíèê

9.7 Ôèçè÷åñêèé ìàÿòíèê

Ðàññìîòðèì òåïåðü áîëåå îáùèé ñëó÷àé. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå òâåðäîå
òåëî, ñîâåðøàþùåå êîëåáàíèÿ îòíîñèòåëüíî îñè íå ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
öåíòð ìàññ. Òàêàÿ êîëåáàòåëüíàÿ ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ ôèçè÷åñêèì ìà-
ÿòíèêîì. Êàê è ïðåæäå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïëîñêîå äâèæåíèå òåëà.
Ïóñòü òåëî ìàññû m ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ îòíîñèòåëüíî îñè O ðàññòîÿ-
íèå îò öåíòðà ìàññ äî ýòî îñè ðàâíî l, à ìîìåíò èíåðöèè îòíîñèòåëüíî
íåå ðàâåí J . Â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ ðàâíîâåñèÿ öåíòð ìàññ òåëà ðàñ-
ïîëàãàëñÿ íà âåðòèêàëüíîì îòâåñå â òî÷êå C0

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t, êîãäà öåíòð ìàññ òåëà îò-
êëîíèëñÿ íà óãîë α(t) è ïåðåìåñòèëñÿ â òî÷êó C. Çàïèøåì çàêîí âðàùà-
òåëüíîãî äâèæåíèÿ (5.10):

−Jα′′(t) = mg · l sinα(t)

Îòìåòèì, ÷òî çíàê ìèíóñ âîçíèê, èç-çà òîãî, ÷òî âîçíèêøèé ìîìåíò ñè-
ëû òÿæåñòè ñòðåìèòüñÿ âåðíóòü òåëî â ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ, äðóãèìè
ñëîâàìè óãëîâîå óñêîðåíèå α′′(t) ïðîòèâîíàïðàâëåíî îòêëîíåíèþ α(t).
Òàê êàê êîëåáàíèÿ ìàëûå, òî sin(α) ≈ α è òîãäà ìû ïîëó÷àåì:

α′′(t) +
mgl

J
α(t) = 0 (9.17)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ÷àñòîòû è ïåðèîäà ìàëûõ êîëåáàíèé ôèçè÷åñêîãî
ìàÿòíèêà èìååì:

ω =

√
mgl

J
; T = 2π

√
J

mgl
(9.18)
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mg

α

O

Cl · sinα

l

C0

Ðèñ. 9.3: Ôèçè÷åñêèé ìàÿòíèê

9.8 Ïðóæèííûé ìàÿòíèê â ïîëå òÿæåñòè
Çåìëè

Ìû óæå ðàññìàòðèâàëè êîëåáàíèÿ ãîðèçîíòàëüíîãî ïðóæèííîãî ìàÿòíè-
êà. Òåïåðü íåìíîãî óñëîæíèì çàäà÷ó - ïóñòü ìàÿòíèê êîëåáëåòñÿ âåðòè-
êàëüíî. Êëþ÷åâîå îòëè÷èå çàêëþ÷àåòñÿ â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ ãðóçèêà
íà ïðóæèíêå. Â ñëó÷àå âåðòèêàëüíîãî ìàÿòíèêà ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ
áóäåò ñìåùåíî âíèç îòíîñèòåëüíî ïîëîæåíèÿ â êîòîðîì ïðóæèíêà íå ðàñ-
òÿíóòà. Ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðàçóìíûì ñðàçó íàéòè ðàñòÿæåíèå ïðóæèíêó â
ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ. Èç âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà ïîëó÷àåì:

mg − k∆x0 = 0− > ∆x0 =
mg

k
(9.19)

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ∆x0 ýòî åñòü ìîäóëü ïåðâîíà÷àëüíîãî ñæàòèÿ, à
íå êîîðäèíàòà ïîëîæåíèÿ íåðàñòÿíóòîñòè.

Òîãäà çàïèøåì âòîðîé çàêîí Íüþòîíà â ïðîåêöèè íà îñü OX (ðèñ.
9.4) êîãäà òåëî îòêëîíèëîñü îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ íà x(t) ( òî åñòü
ïðóæèíêà ðàñòÿíóòà íà x(t) + ∆x0):

mg − k(x(t) + ∆x0) = mx′′(t) (9.20)

Ïîäñòàâèì ∆x0 èç (9.19) è ñëó÷èòñÿ ÷óäî - mg è k∆x0 ñîêðàòÿòñÿ è ìû
îïÿòü ïîëó÷èì çíàêîìîå íàì óðàâíåíèå:

x′′(t) +
k

m
x(t) = 0 (9.21)
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Ïîëîæåíèå íåðàñòÿíóòîñòè

Ðàâíîâåñèå

Fy

mg

X

x

0

∆x0

k

Ðèñ. 9.4: Ïðóæèííûé ìàÿòíèê â ïîëå òÿæåñòè çåìëè

Ìû âèäèì, ÷òî åñëè êîëåáàíèÿ ïðîèñõîäÿò â ïîëå òÿæåñòè çåìëè, òî ñìå-
ùàåòñÿ òîëüêî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ, à ÷àñòîòà èëè ïåðèîä íå ìåíÿåòñÿ.
Åñëè ìû áûëè íåâíèìàòåëüíû, òî ìîãëè çàáûòü ó÷åñòü ïåðâîíà÷àëüíîå
ðàñòÿæåíèå ïðóæèíû ∆x0, òîãäà ó íàñ áû ïîëó÷èëîñü ÷óòü-÷óòü íåïðà-
âèëüíîå óðàâíåíèå:

x′′(t) +
k

m
x(t) = g (9.22)

Åñëè âíèìàòåëüíî ïðèãëÿäåòüñÿ, òî åãî ðåøåíèåì áóäåò :

x(t) = Asin(ωt+ ϕ) +
mg

k
= Asin(ωt+ ϕ) + ∆x0 (9.23)

À ýòî è áóäóò îáû÷íûå ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ, ñìåùåííûå îòíîñè-
òåëüíî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ íà ∆x0.Òàêîå ïðîèñõîäèò, åñëè ìû íå óãà-
äûâàåò ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ èëè ïðîñòî äåéñòâóåì íå àêêóðàòíî.

9.9 Ýíåðãåòè÷åñêèé ïîäõîä äëÿ îïèñàíèÿ
êîëåáàíèé

Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè ÷àñòîòó èë ïåðèîä ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé íàì
íóæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèå âèäà (9.2). Âî âñåõ ïðåäûäóùèõ ñëó÷àÿõ ìû
äåëàëè ýòî, çàïèñûâàÿ âòîðîé çàêîí Íüþòîíà - ýòî è ðàçóìíî, âåäü îí
ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì çàêîíîì â äèíàìèêå. Íî åñòü ïðèíöèïèàëüíî äðóãîé
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ïîäõîä, êîòîðûé èíîãäà (íà ñàìîì äåëå ïî÷òè âñåãäà) óäîáíåå. Îí áà-
çèðóåòñÿ íà òîì, ÷òî ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû ïðè êîëåáàíèÿõ íå
ìåíÿåòñÿ (íàïîìíèì, ÷òî ìû èçó÷àåì íåçàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ).

Ïðèìåð 9.1 Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýòîò ìåòîä íà ñàìîì ïðîñòîì ïðè-
ìåðå - ãîðèçîíòàëüíîì ïðóæèííîì ìàÿòíèêå (ðèñ. 9.1)

Çàïèøåì ïîëíóþ ìåõàíè÷åñêóþ ýíåðãèþ â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìå-
íè (êîãäà ãðóçèê îòêëîíèëñÿ íà x(t)):

Emex =
k(x(t))2

2
+
m(x′(t))2

2
(9.24)

Çäåñü è äàëåå â ýòîé ãëàâå ïðîèçâîäíàÿ áåðåòñÿ ïî âðåìåíè. Ðàç ìåõà-
íè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ íå ìåíÿåò, òî E ′mex = 0:

E ′mex = kx(t)x′(t) +mx′(t)x′′(t) = 0 (9.25)

îò ñþäà ïîëó÷àåì ëåãåíäàðíîå óðàâíåíèå äëÿ ïðóæèííîãî ìàÿòíèêà

x′′(t) +
k

m
x(t) = 0 (9.26)

Óïðàæíåíèå 9.2 Ïîëó÷èòü óðàâíåíèå ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé äëÿ
ïðóæèííîãî âåðòèêàëüíîãî ìàÿòíèêà ñ ïîìîùüþ ýíåðãåòè÷åñêîãî ìå-
òîäà

Ïðèìåð 9.2 Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýíåðãåòè÷åñêèé ìåòîä äëÿ ìàòåìà-
òè÷åñêîãî ìàÿòíèêà (ðèñ. 9.5)

Çàïèøåì ïîëíóþ ìåõàíè÷åñêóþ ýíåðãèþ â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìå-
íè (êîãäà ãðóçèê îòêëîíèëñÿ íà óãîë α(t)), íå çàáûâàÿ, ÷òî v(t) = ω(t)l =
α′(t)l

Emex = mgl(1− cos(α(t))) +
m(v(t))2

2
=

= mgl(1− cos(α(t))) +
ml2(α′(t))2

2
(9.27)

Çäåñü ìû çà íóëåâîé óðîâåíü ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè âçÿëè ïîëîæåíèå
ðàâíîâåñèÿ. Ðàç ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ íå ìåíÿåò, òî E ′mex = 0:

E ′mex = mglsin(α(t))α′(t) +ml2α′(t)α′′(t) = 0 (9.28)

îò ñþäà ïîëó÷àåì åùå áîëåå ëåãåíäàðíîå óðàâíåíèå äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî
ìàÿòíèêà:

α′′(t) +
g

l
α(t) = 0 (9.29)
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α

h

0
l(1− cos(α))

l

m

Ðèñ. 9.5: Ýíåðãåòè÷åñêèé ïîäõîä äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà

Â ýíåðãåòè÷åñêîì ìåòîäå ñêðûòà îäíà î÷åíü âàæíàÿ ôèçè÷åñêàÿ êîí-
öåïöèÿ: äëÿ ïîëó÷åíèÿ çàêîíà äâèæåíèÿ êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû ìîæíî
íàéòè ïîëíóþ ìåõàíè÷åñêóþ ýíåðãèþ â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
è ïðèðàâíÿòü åå ïðîèçâîäíóþ íóëþ. Ïîëó÷èâøååñÿ óðàâíåíèå è áóäåò
çàêîíîì äâèæåíèÿ.

Óïðàæíåíèå 9.3 Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýíåðãåòè÷åñêèé ìåòîä äëÿ ôè-
çè÷åñêîãî ìàÿòíèêà

Óïðàæíåíèå 9.4 Âûâåñòè çàêîí äâèæåíèÿ òåëà â ïîëå òÿæåñòè
Çåìëè ÷åðåç ýíåðãåòè÷åñêèé ìåòîä.
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Ãëàâà 10

Ãèäðîäèíàìèêà

Âàæíîå òîíåò â ìåëî÷àõ, êàòàñòðîôû -

â íåëåïîñòÿõ.

�Ââåðõ ïî ëåñòíèöå, âåäóùåé âíèç�

Áåë Êàóôìàí

Äî ýòîãî ìîìåíòà ìû èçó÷àëè äâèæåíèÿ òâåðäûõ òåë, íî âàæíûì
ðàçäåëîì ìåõàíèêè ÿâëÿåòñÿ ìåõàíèêà ñïëîøíîé ñðåäû.

Îïðåäåëåíèå 10.1 Ìåõàíèêà ñïëîøíûõ ñðåä � ðàçäåë ìåõàíèêè, ïî-
ñâÿù¼ííûé äâèæåíèþ ãàçîîáðàçíûõ, æèäêèõ è äåôîðìèðóåìûõ òâ¼ð-
äûõ òåë.

Ìåõàíèêà ñïëîøíîé ñðåäû ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñàìûõ ñëîæíûõ ðàçäåëîâ
ôèçèêè, ïîýòîìó ìû áóäåì òîëüêî çíàêîìèòñÿ ñ íåé íà ïðèìåðå äèíàìè-
êè æèäêîñòè. Îäíèì èç îñíîâíûõ ïîíÿòèé â äàííîé ãëàâå áóäåò äàâëå-
íèå.

Îïðåäåëåíèå 10.2 Äàâëåíèå â òî÷êå- ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà, ÷èñëåí-
íî ðàâíàÿ îòíîøåíèþ íîðìàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ñèëû íà áåñêîíå÷íî
ìàëûé ýëåìåíò ïëîùàäè:

p =
dFn
dS

Èíîãäà ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîâåðõíîñòè äàâëåíèå â ðàçíûõ òî÷êàõ
êîòîðîé áóäóò ðàçíûìè, íî íàì íóæíî áóäåò ñðåäíåå çíà÷åíèå.

Îïðåäåëåíèå 10.3 Ñðåäíåå äàâëåíèå - ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà, ÷èñëåííî
ðàâíàÿ îòíîøåíèþ íîðìàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ñèëû, äåéñòâóþùóþ íà
äàííóþ ïëîùàäêó, ê åå ïëîùàäè:

p =
Fn
S

Îòìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íî òîìó êàê ìû ÷àñòî ïèñàëè ïðîñòî ñêîðîñòü
(ïîäðàçóìåâàÿ ìãíîâåííóþ) ìû áóäåì ïèñàòü ïðîñòî äàâëåíèå èìåÿ â
âèäó äàâëåíèå â òî÷êå.
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10.1 Ãèäðîñòàòèêà

Ïðåæäå ÷åì èçó÷àòü äèíàìèêó æèäêîñòè, íóæíî èçó÷èòü ÷àñòíûé ñëó-
÷àé - ãèäðîñòàòèêó.

Îïðåäåëåíèå 10.4 Ãèäðîñòàòè÷åñêîå äàâëåíèå - äàâëåíèå ñòîëáà
íåïîäâèæíîé æèäêîñòè íà îïðåäåëåííîé ãëóáèíå ïî äåéñòâèåì ñèëû
òÿæåñòè.

h

S

Ðèñ. 10.1: Ñòîëá âîäû â ñòàêàíå

Ïóñòü ó íàñ åñòü ñòàêàí ñ âîäîé âûñîòîé h, òîãäà íà äíî ñòàêàíà
äåéñòâóåò ñèëà

F = mâîäûg

mâîäû = ρâîäûSh

Ïîäñòàâëÿåì:
F = ρâîäûShg

Òîãäà äàâëåíèå íà äíî ñòàêàíà ðàâíî:

p = ρâîäûgh

Èëè â îáùåì âèäå ôîðìóëà ãèäðîñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ íà ãëóáèíå
h:

p = ρæèäêîñòègh (10.1)

10.1.1 Çàêîí Ïàñêàëÿ

Âàæíûì îòëè÷èåì æèäêîñòè è ãàçà îò òâåðäîãî òåëà ÿâëÿåòñÿ ñïîñîá-
íîñòü æèäêîñòè ïðèíèìàòü ëþáóþ ôîðìó. Ñëåäñòâèåì ýòîãî ÿâëÿåòñÿ
çàêîí Ïàñêàëÿ.
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Îïðåäåëåíèå 10.5 Çàêîí Ïàñêàëÿ - ïðîèçâîäèìîå íà æèäêîñòü èëè
ãàç äàâëåíèå ïåðåäàåòñÿ â ëþáóþ òî÷êó áåç èçìåíåíèé âî âñåõ íàïðàâ-
ëåíèÿõ.

Èìåííî èç-çà çàêîíà Ïàñêàëÿ ìû �íå çàìå÷àåì� àòìîñôåðíîå äàâëåíèå,
òàê êàê îíî äàâèò íà íàñ ñî âñåõ ñòîðîí. Íî, íàïðèìåð, ïðèñîñêà ðàáîòàåò
êàê ðàç çà ñ÷åò àòìîñôåðíîãî äàâëåíèÿ, òàê êàê ñî ñòîðîíû ïîâåðõíîñòè
âîçäóõà (à çíà÷èò è àòìîñôåðíîãî äàâëåíèÿ íåò).

10.2 Ñèëà Àðõèìåäà

Ðàññìîòðèì òåëî, ïîãðóæåííîå â æèäêîñòü (èëè ãàç) ïëîòíîñòè ρæ. Äëÿ
ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü òåëî ïðÿìîóãîëüíûì ïàðàëëåëåïèïåäîì.

h

S

l

F1

F2

Ðèñ. 10.2: Ñèëà Àðõèìåäà

Íà âåðõíþþ ñòåíêó òåëà æèäêîñòü îêàçûâàåò äàâëåíèå:

p1 = ρægh

À çíà÷èò ñèëà ðàâíà:
F1 = ρæghS

Ñîãëàñíî çàêîíó Ïàñêàëÿ, âîäà äåéñòâóåò âî âñå ñòîðîíû, à çíà÷èò
äàâëåíèå íà íèæíþþ ñòîðîíó ðàâíî:

p2 = ρæg(l + h)

À ñèëà ðàâíà :
F2 = ρæg(l + h)S

Òåïåðü ìîæåì íàéòè ðàâíîäåéñòâóþùóþ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà òåëî:

F =
−→
F 1 +

−→
F 2

F = ρæg(l + h)S − ρæèghS = ρæglS = ρægV
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Çàìåòèì, ÷òî åñëè ïîãðóæàåì òåëî ïðîèçâîëüíîé ôîðìû, òî ìû âñåãäà
ìîæåì ðàçáèòü åãî íà ìíîãî ìàëåíüêèõ ïðÿìîóãîëüíûõ ïàðàëëåëåïèïå-
äîâ è òîãäà ïîëó÷èì àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò.
Â èòîãå ìû âèäèì, ÷òî íà òåëî, ïîãðóæåííîå â æèäêîñòü (èëè ãàç), äåé-
ñòâóåò �ñèëà�, íàïðàâëåííàÿ ïðîòèâîïîëîæíî ñèëå òÿæåñòè. Ýòà �ñèëà�
íàçûâàåòñÿ �ñèëîé� Àðõèìåäà:

FÀðõ = ρægV (10.2)

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ìû íå ñëó÷àéíî ïèøåì �ñèëà� â êàâû÷êàõ. Íóæíî
ïîíèìàòü, ÷òî �ñèëà� Àðõèìåäà åñòü ðàâíîäåéñòâóþùàÿ âñåõ ñèë, äåé-
ñòâóþùèõ ñî ñòîðîíû æèäêîñòè (ãàçà) íà ïîãðóæåííîå òåëî. Ïîýòîìó ðå-
êîìåíäóåòñÿ èñïîëüçîâàòü ãîòîâóþ ôîðìóëó äëÿ �ñèëû� Àðõèìåäà òîëü-
êî â ïðîñòûõ ñëó÷àÿõ, à âî âñåõ ñëîæíûõ (íàïðèìåð, íåîäíîðîäíûå èëè
ìíîãîñëîéíûå æèäêîñòè) ÷åñòíî ñ÷èòàòü äàâëåíèå ñî âñåõ ñòîðîí.

10.2.1 Ãîðèçîíòàëüíàÿ �ñèëà� Àðõèìåäà

Ïîêà ìû ðàññìàòðèâàëè òîëüêî ñëó÷àé, êîãäà ñîñóä ñ æèäêîñòüþ ïîêî-
èòñÿ. Äàâàéòå òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ñîñóä äâèãàåòñÿ ñ óñêî-
ðåíèåì a. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óðîâåíü æèäêîñòè â ñîñóäå
íå áóäåò ìåíÿòüñÿ. Âûÿñíèì, êàê èç-çà ýòîãî èçìåíèòñÿ äàâëåíèå â ñîñó-
äå.
Äëÿ íà÷àëà íóæíî ïîíÿòü, ïî÷åìó òåïåðü íà îäíîì óðîâíå áóäåò ðàç-
íîå äàâëåíèå. Åñëè ðàññìîòðèì âñþ âîäó â àêâàðèóìå êàê åäèíîå òåëî,
ñîãëàñíî âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà òî ëåâàÿ ñòåíêà äåéñòâóåò íà íåãî
ñèëüíåå ÷åì ïðàâàÿ (òàê êàê óñêîðåíèå íàïðàâëåíî âïðàâî). À çíà÷èò,
÷òî äàâëåíèå (ñðåäíåå äàâëåíèå) æèäêîñòè íà ëåâóþ ñòåíêó áîëüøå, ÷åì
íà ïðàâóþ.

F1 F2

a

Ðèñ. 10.3: Óñêîðÿþùèéñÿ àêâàðèóì

Òåïåðü âûÿñíèì ÷åìó ðàâíà ðàçíîñòü äàâëåíèé, â äâóõ òî÷êà íàõî-
äÿùèõñÿ íà îäíîì óðîâíå. Ìûñëåííî âûäåëèì îáúåì æèäêîñòè â ôîðìå
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ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà ñ ïîïåð÷åííûì ñå÷åíèåì S è äëèíîé
ñòîðîíû L äðóã îò äðóãà. Îòìåòèì, ÷òî ìû âûáèðàåì ïàðàëëåëåïèïåä
ìàëîé âûñîòû, ÷òî áû ìîæíî áûëî ïðåíåáðå÷ü èçìåíåíèåì äàâëåíèÿ ñ
ãëóáèíîé. Ìàññà âûäåëåííîé æèäêîñòè: m = SLρæ, ãäå S - ïëîùàäü

L

F1 = p1S F2 = p2S

p1 p2

S

a

x

Ðèñ. 10.4: Ãîðèçîíòàëüíàÿ �ñèëà� Àðõèìåäà

ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ. Îáîçíà÷èì çà p1 äàâëåíèÿ p2 - ñ ñëåâà è ñïðàâà
îò íàøåãî âûäåëåííîãî îáúåìà æèäêîñòè. Òîãäà çàïèøåì âòîðîé çàêîí
Íüþòîíà âäîëü îñè X:

p1S − p2S = ma = SLρæa

Îò ñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ðàçíîñòü äàâëåíèé ìåæäó äâóìÿ òî÷êàì íà îä-
íîì óðîâíå, çàâèñèò òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè è íå çàâèñèò îò
ãëóáèíû èõ ïîãðóæåíèÿ:

p1 − p2 = Lρæa (10.3)

Ñîãëàñèòåñü, î÷åíü ïîõîæå íà ðàçíîñòü äàâëåíèé íà ðàçíûõ óðîâíÿõ. À
çíà÷èò íàïðàøèâàåòñÿ ïîëó÷èòü àíàëîã �ñèëû� Àðõèìåäà.
Òåïåðü âìåñòî ìûñëåííî âûäåëåííîé æèäêîñòè ïîìåñòèì ïðÿìîóãîëü-
íûé ïàðàëëåëåïèïåä èç ïðîèçâîëüíîãî ìàòåðèàëà ñ ïëîùàäüþ áîêîâîãî
ñå÷åíèÿ S è äëèííû L.
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Èñïîëüçóÿ (10.3) íàéäåì ðàâíîäåéñòâóþùóþ ñèë äåéñòâóþùèõ íà òåëî â
ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè âïðàâî:

Fðàâ = p1S − p2S = SLρæ = ρæaV (10.4)

Òàêóþ ñèëó ìû è áóäåì íàçûâàòü ãîðèçîíòàëüíîé �ñèëîé� Àðõèìå-
äà:

Fãîð. Àðõ = ρæaV (10.5)

Çàìåòèì, ÷òî îíà íå ñëó÷àéíî òàê íàçûâàåòñÿ. Åñëè áû ìû ïåðåøëè â
íåèíåðöèàëüíóþ ÑÎ òî íà íà âñå òåëà äîïîëíèòåëüíî íà÷àëà äåéñòâîâàòü
ñèëà èíåðöèèma âëåâî. Ýòî î÷åíü ïîõîæå, êàê íà êàæäîå òåëî äåéñòâóåò
ñèëà mg. Ìîæíî ñêàçàòü (óñëîâíî), ÷òî ó íàñ ñèëà òÿæåñòè ïðèîáðåëà
ãîðèçîíòàëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ, àíàëîãè÷íî ýòîìó è âîçíèêàåò ãîðèçîí-
òàëüíàÿ �ñèëà� Àðõèìåäà.
Íàïîñëåäîê õî÷åòñÿ çàïèñàòü âåêòîðíîå âûðàæåíèå äëÿ ñèëû Àðõèìåäà
(îáû÷íîé è ãîðèçîíòàëüíîé):

−→
F Àðõ = −ρæV−→g (10.6)

−→
F ãîð. Àðõ = −ρæV−→a (10.7)

Çíàê ìèíóñ ïîêàçûâàåò, ÷òî ñèëà Àðõèìåäà è ãîðèçîíòàëüíàÿ ñèëà Àð-
õèìåäà íàïðàâëåíà ïðîòèâ óñêîðåíèÿ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ è óñêîðåíèÿ
ñèñòåìû îòñ÷åòà ñîîòâåòñòâåííî.

Óïðàæíåíèå 10.1 Ïëàñòèêîâûé øàðèê ïëîòíîñòüþρ0 ïîãðóæàþò
ïîëíîñòüþ ïîä âîäó ïëîòíîñòüþ ρâ > ρ0 è ïðèâÿçûâàþò íåâåñîìîé
âåðåâêîé êî äíó àêâàðèóìà. Àêâàðèóì äâèãàþò âïðàâî ñ óñêîðåíèåì a.
Íà êàêîé óãîë è êóäà îòêëîíèòñÿ øàðèê îò âåðòèêàëè? Óðîâåíü âîäû
ìîæíî ñ÷èòàòü íåèçìåííûì.

10.3 Óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè

Ãèäðîäèíàìèêà ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ñàìûõ ñëîæíûõ è èíòåðåñíûõ îáëà-
ñòåé ôèçèêè, íî è îäíîé èç ñàìûõ ñëîæíûõ. Ïîýòîìó ìû áóäåì ðàáîòàòü
ñ óïðîùåííîé ìîäåëüþ æèäêîñòè - èäåàëüíîé æèäêîñòüþ.

Îïðåäåëåíèå 10.6 Èäåàëüíàÿ æèäêîñòü - ôèçè÷åñêàÿ ìîäåëü æèä-
êîñòè, â êîòîðîé æèäêîñòü ñ÷èòàåòñÿ íåñæèìàåìîé (ïîñòîÿííàÿ
ïëîòíîñòü), îòñóòñòâóåò òðåíèå, âÿçêîñòü è òåïëîïðîâîäíîñòü.

Ðàññìîòðè ñëó÷àé, êîãäà íàøà èäåàëüíàÿ æèäêîñòü èç òðóáû ñ ïëîùàäüþ
ñå÷åíèÿ S1 âòåêàåò â òðóáó ñ ïëîùàäüþ S2. Ïóñòü â ïåðâîé òðóáå ñêîðîñòü
æèäêîñòè v1, à âî âòîðîé - v2.
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v1∆t

v2∆t

S1 S2

Ðèñ. 10.5: Óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè

Çà âðåìÿ ∆t æèäêîñòü â ïåðâîé òðóáå ïðîøëà ðàññòîÿíèå, ðàâíîå

v1∆t,

à âî âòîðîé òðóáå
v2∆t

. Äëÿ æèäêîñòè, êàê è äëÿ ëþáîãî äðóãîãî îáúåêòà, âåðåí çàêîí ñîõðà-
íåíèÿ ìàññ :

S1v1∆tρ1 = S2v2∆tρ2

Íî òàê êàê æèäêîñòü èäåàëüíàÿ, òî åñòü íåñæèìàåìàÿ, òî ïëîòíîñòü âåç-
äå îäèíàêîâàÿ:

S1v1∆tρ = S2v2∆tρ

Ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà ∆tρ ïîëó÷àåì óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè:

vS = const (10.8)

Çàìåòèì, ÷òî ìû ìîãëè ïîëó÷èòü óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè è äëÿ ñæè-
ìàåìîé æèäêîñòè (èëè ãàçà):

vSρ = const (10.9)

Ïî ñìûûñëó âñå ýòè óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì çàêîíà ñîõðàíåíèÿ
ìàññû.

10.4 Óðàâíåíèå Áåðíóëëè

Òåïåðü ðàçáåðåìñÿ áîëåå ãëîáàëüíî â ïîâåäåíèè æèäêîñòè. Ïóñòü æèä-
êîñòü òå÷åò ïî òðóáå ïðîèçâîëüíîé ôîðìû â ïîëå òÿæåñòè.
Äîáàâèì íîâûå ïàðàìåòðû (Ðèñ. 10.4):
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• h âûñîòà öåíòðà ìàññ ðàññìàòðèâàåìîãî îáúåìà æèäêîñòè

• v - ñêîðîñòü ïîòîêà

• p - äàâëåíèå â äàííîé òî÷êå æèäêîñòè

l1 = v1∆t

l2 = v2∆t

p1

p2

S1

S2
h1

h2

B

A A1

B1

D

C C1

D1

F1

F2

Ðèñ. 10.6: Óðàâíåíèå Áåðíóëëè

Âûäåëèì îáúåì æèäêîñòè, îãðàíè÷åííûé ìåæäó ñå÷åíèÿìè AB è
CD. Ðàññìîòðèì ïåðåìåùåíèå ýòîé æèäêîñòè çà âðåìÿ ∆t. Ñå÷åíèå AB
ïåðåéäåò â ñå÷åíèå A1B1, à CD â C1D1. Ïðè ÷åì ñå÷åíèÿ ñìåñòÿòñÿ íà :

l1 = v1∆t (10.10)

l2 = v2∆t (10.11)

Ìû õîòèì èñïîëüçîâàòü çàêîí èçìåíåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè, à äëÿ
ýòîãî íàì íóæíî íàéòè ðàáîòó âíåøíèõ ñèë. Âíåøíèìè ñèëàìè ïî îò-
íîøåíèþ ê íàøåìó âèðòóàëüíîìó îáúåìó áóäóò, ñèëû äåéñòâóþùèå ñî
ñòîðîíû æèäêîñòè:

F1 = p1S1 (10.12)

F2 = p2S2 (10.13)

Òîãäà çàïèøåì ðàáîòó, çàìåòèâ, ÷òî æèäêîñòü ïåðåäâèãàåò â íàïðàâ-
ëåíèè äåéñòâèÿ ñèëû F1 è ïðîòèâ ñèëû F2:

A = F1l1 − F2l2 = p1S2v1∆t− p2S1v2∆t (10.14)
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Ïðåæäå ÷åì çàïèñûâàòü çàêîí èçìåíåíèÿ ýíåðãèè îòìåòèì, ÷òî ýíåðãèÿ
æèäêîñòè, çàíèìàþùåé îáúåì A1B1CD íå ìåíÿåòñÿ è ìîæåì ñêàçàòü,
÷òî îáúåì ABB1A1 çàíÿë îáúåì DCD1C1.
Çàïèøåì çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè:

∆EK + ∆EÏ = (EK2 + EÏ2)− (EK1 + EÏ1) = A (10.15)

Ïîäñòàâëÿÿ ðàáîòó ñèë èç (10.14):

(S2v2∆tρ)v2
2

2
− (S1v2∆tρ)v2

1

2
+ (S2v2∆tρ)gh2 − (S1v1∆tρ)gh1 =

= p1S1v1∆t− p2S2v2∆t (10.16)

Òàê êàê äëÿ æèäêîñòè âåðíî óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè (10.8), òî
S1v1 = S2v2, òîãäà:

ρv2
2

2
− ρv2

1

2
+ ρgh2 − ρgh1 = p1 − p2 (10.17)

èëè:

ρv2
1

2
+ ρgh1 + p1 =

ρv2
2

2
+ ρgh2 + p2 (10.18)

Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (çàêîí) Áåðíóëëè.
Èíîãäà, ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü ñâÿçü çàêîí Áåðíóëëè è çàêîíà ñîõðàíåíèÿ
ýíåðãèè åãî çàïèñûâàþò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ρv2

2
+ ρgh+ p = const (10.19)

Ýòó ïîñòîÿííóþ âåëè÷èíó ïðèíÿòî íàçûâàòü ïîëíûì äàâëåíèåì è ðàç-
äåëÿòü åå íà òðè ÷àñòè:

• p - ñòàòè÷åñêîå äàâëåíèå

• ρgh - âåñîâîå äàâëåíèå

• ρv2

2 - ãèäðîñòàòè÷åñêîå äàâëåíèå

10.4.1 Ôîðìóëà Òîððè÷åëëè

Èç çàêîíà Áåðíóëëè ìîæíî âûâåñòè ñêîðîñòü èñòå÷åíèÿ æèäêîñòè èç
îòêðûòîãî ñîñóäà.

Ïðèìåð 10.1 Â áî÷êå æèäêîñòüþ ñ ïëîùàäüþ ïîïåðå÷íî ñå÷åíèÿ S1
íà ãëóáèíå h ïðîäåëàëè äûðî÷êó ïëîùàäüþ S. Ñ êàêîé ñêîðîñòüþ áóäåò
âûëèâàòüñÿ âîäà?
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Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî òàê êàê óðîâåíü âîäû áóäåì ìåíÿòüñÿ, à çíà÷èò è
ñêîðîñòü íå ïîñòîÿííà. Ïîýòîì ìû ñìîæåì íàéòè òîëüêî ìãíîâåííóþ
ñêîðîñòü âîäû. Ïóñòü óðîâåíü âîäû îïóñêàåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ v1, à âîäà
âûëèâàåòñÿ èç äûðî÷êè ñî ñêîðîñòüþ v. Òîãäà ó÷èòûâàÿ, ÷òî àòìîñôåð-
íîå äàâëåíèå äàâèò è íà ïîâåðõíîñòü âîäû è íà äûðî÷êó, òî ìû ìîæåì
çàïèñàòü óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè è óðàâíåíèå Áåðíóëëè:{

v1S1 = vS

pàòì + ρgh+ ρv21
2 = pàòì + ρv2

2

(10.20)

Èç ýòîé ñèñòåìû ìû ìîæåì íàéòè v, íî îñòàâèì ýòó âîçìîæíîñòü ÷èòà-
òåëþ.
Ìû æå ðàññìîòðèì ñàìûé ÷àñòûé ñëó÷àé, êîãäà äûðî÷êà èìååò î÷åíü
ìàëåíüêóþ ïëîùàäü, à çíà÷èò ñêîðîñòüþ äâèæåíèå óðîâíÿ âîäû v1 ìîæ-
íî ïðèáåðå÷ü.
Òîãäà ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà áóäåò ýêâèâàëåíòíà îäíîìó óðàâíåíèå:

pàòì + ρgh = pàòì +
ρv2

2
(10.21)

Îò ñþäà è ïîëó÷àåì ôîðìóëó Òîððè÷åëëè äëÿ ñêîðîñòè èñòå÷åíèÿ æèä-
êîñòè èç áî÷êè:

v =
√

2gh (10.22)

Óïðàæíåíèå 10.2 Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé Òîððè÷åëëè íàéäèòå âðåìÿ çà
êîòîðîå âûëüåòñÿ âñÿ âîäà èç áî÷êè.
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